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  מבוא -  משוואות דיפר©ציאליות .1
  

  משוואה דיפר©ציאלית היא משוואה הכוללת ©גזרות או דיפר©ציאלים.
(1) ௗమ௬

ௗ௫మ + ݕ = 0 
ݕ݀ (2) = ݔ) +  ݔ݀(ݕ2
ݕ (3) ቀௗ௬

ௗ௫ቁଶ + ݔ2 ௗ௬
ௗ௫ − ݕ = 0 

  
יות ת©ועה (די©מיקה), יש בתחום הפיסיקה, ובייחוד בבע. רווח בתחומים רביםהשימוש במשוואות דיפר©ציאליות 

למשוואות הדיפר©ציאליות חשיבות מכרעת ביכולת ל©תח ולפתור מערכות מורכבות. לדוגמא, תאוצה של גוף 
  מוגדרת ע"י משוואה דיפר©ציאלית, כגון:

(4) ௗమ௬
ௗ௧మ = −5 

  פי משוואה זו ©יתן למצוא את משוואות המהירות והדרך של הגוף.-על
  רגילה ומשוואה דיפר©ציאלית חלקיתמשוואה דיפר©ציאלית  .1.1

  
משוואה אחד, ולכן יש בה רק ©גזרות רגילות, ©קראת  תלוי-לתיוואה דיפר©ציאלית המכילה משת©ה במש

מכילה ©גזרות היא  מתוך כך, ותלויים-לתיים או יותר משת©ים ביש©משוואה שיש בה . דיפר©ציאלית רגילה
  .משוואה דיפר©ציאלית חלקיתחלקיות, ©קראת 

(5) డమ௭
డ௫మ + డమ௭

డ௬మ = 0 
). x,yתלוי אחד (-) יש יותר ממשת©ה בלתיzמשוואה זו היא משוואה דיפר©ציאלית חלקית, כיוון שלמשת©ה התלוי (

תלוי אחד -) יש©ו רק משת©ה בלתיyהן משוואות דיפר©ציאליות רגילות, כיוון שלמשת©ה התלוי () 4(-)1( משוואות
)x .(  

  של משוואה דיפר©ציאלית סדר ומעלה .1.2
  
  ביותר המופיעה במשוואה. הגבוההה©גזרת של סדר המשוואה דיפר©ציאלית הוא  של) order( סדרה

  .ש©ימסדר  הן )5),(4),(1) הן מסדר ראשון ומשוואות (3(-) ו2בדוגמאות שהובאו לעיל, משוואות (
  :מסדר שלישי) היא דוגמה למשוואה 6( משוואה

(6) ௗయ௬
ௗ௫మ − ݔ5 ௗ௬

ௗ௫ = 8 
  
  דיפר©ציאלית היא המעלה של ה©גזרת בעלת הסדר הגבוה ביותר. של משוואה) degree( מעלהה

  היא ממעלה ש©יה. )3(משוואה , והן ממעלה ראשו©ה )6(-) ו5),(4),(2),(1בדוגמאות שהובאו לעיל, משוואות (
  :ממעלה ראשו©ה משוואה) היא דוגמא ©וספת ל7דוגמא (

ݔ (7) ௗమ௬
ௗ௫మ + (ௗ௬

ௗ௫)ଶ = 3 
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  פתרון של משוואה דיפר©ציאלית .1.3
  

פו©קציה אשר כלומר,  ).xזהותית (לכל הה אא פו©קציה המקיימת את המשווודיפר©ציאלית ה האשל משוו פתרון
  הצבתה והצבת ©גזרותיה במשוואה הדיפר©ציאלית, תיתן פסוק אמת.

  :1.1דוגמא 
  הראה כי הפו©קציה:

ݕ = ܣ sin ݔ + ܤ cos  ݔ
  מהווה פתרון של המשוואה הדיפר©ציאלית:

݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ݕ = 0 

הם קבועים שרירותיים.   A,B כאשר    
  :1.1 פתרון

  
  :זה את ה©גזרות המופיעות במשוואה הדיפר©ציאלית פתרוןחשב לפי ©

݀ଶݕ
ଶݔ݀ = ܣ− sin ݔ − ܤ cos  ݔ

  :דיפר©ציאלית, ו©קבל©גזרותיו במשוואה האת ©ציב את הפתרון ו
݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ݕ = ܣ− sin ݔ − ܤ cos ݔ + ܣ sin ݔ + ܤ cos ݔ = 0 

   זהות.התקבלה 
  הפו©קציה: כי©יתן לומר לכן 

 
  .שוואה הדיפר©ציאלית ה©תו©הא פתרון של המיה

 
  מסוייםפתרון כללי ופתרון  .1.4

  
תן להוכיח י לכלול מספר קבועים שרירותיים. ©יעשו של משוואה דיפר©ציאליתשפתרון  ©יתן לראות 1.5דוגמא מ

של  פתרון כלליקבועים שרירותיים. פתרון כזה ©קרא  nמכיל  nואה דיפר©ציאלית מסדר ושל מששפתרון 
  המשוואה.

  ם.ים השרירותייקבועערכים מסויימים ל קביעתמתקבל ע"י , פתרון פרטיאו  מסוייםפתרון 
  :1.2 דוגמא

ݕהראה כי  = 5݁௫ ,ݕ = ݕ - ו ݔ2 = ܿଵ݁௫ + ܿଶכאשר  ݔc1 ו-c2 שוואה ם שרירותיים, הם פתרו©ות של המקבועי
  הדיפר©ציאלית:

ᇱᇱ(1ݕ − (ݔ + ݔᇱݕ − ݕ = 0 
  :1.2 פתרון

עבור כל פתרון, ©חשב את ©גזרותיו הראשו©ה והש©יה, ©ציב במשוואה הדיפר©ציאלית ו©בדוק שאכן מתקבלת 
  האגפים. ש©יזהות בין 

  

ݕ = ݔ݊݅ݏܣ +  ݔݏ݋ܿܤ



 ]5 [ 
 

  א.
ݕ = 5݁௫ 
′ݕ = 5݁௫ 
′′ݕ = 5݁௫  

  :זהות התקבלה
5݁௫(1 − (ݔ + 5݁௫ݔ − 5݁௫ = 0 

 לכן ©יתן לומר כי הפו©קציה:
 

 היא פתרון של המשוואה הדיפר©ציאלית ה©תו©ה.
 

  ב.
ݕ =  ݔ2
′ݕ = 2 
′′ݕ = 0 

  :התקבלה זהות
0 ∙ (1 − (ݔ + ݔ2 − ݔ2 = 0 

 לכן ©יתן לומר כי הפו©קציה:
 

של המשוואה הדיפר©ציאלית ה©תו©ה.היא פתרון   
 

  
  ג.

ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶݔ 
′ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ 
′′ݕ = ܿଵ݁௫ 

  :התקבלה זהות
ܿଵ݁௫(1 − (ݔ + (ܿଵ݁௫ + ܿଶ)ݔ − (ܿଵ݁௫ + ܿଶݔ) = 0 

 לכן ©יתן לומר כי הפו©קציה:
 

©תו©ה.היא פתרון של המשוואה הדיפר©ציאלית ה  
 

  
את המשוואה מסדר ש©י כי הוא מקיים  שוואה הדיפר©ציאליתג' הוא הפתרון הכללי של המ©שים לב שפתרון 

, מאחר ו©יתן לקבלם ע"י קביעת ערכים מסויימיםב' הם פתרו©ות -ים שרירותיים. פתרו©ות א' וקבוע 2וכולל 
  ∎ ים בפתרון הכללי.קבועמסויימים ל

  
©ביא מספר שיטות חשובות  בספר זה. שוואה דיפר©ציאליתמ רוןן שיטה כללית לפתבאי©טגרלים, איכפי שראי©ו 

ות. בעיקר ©טפל בבעיה של של משוואות דיפר©ציאליות רגילושימושיים חשובים ציאת פתרון כללי למקרים למ
 xבין  ©תון קשר :ם יש צורך לע©ות על השאלה ההפוכהלעיתי ,רון למשוואה דיפר©ציאלית ©תו©ה. אולםפתמציאת 

ݕ = 5݁௫ 
  

ݕ =  ݔ2
  

ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶݔ 
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ותר שפו©קציה זו תהיה מהי המשוואה הדיפר©ציאלית בעלת הסדר ה©מוך בי -קבועים שרירותיים  nיל כהמ y-ו
. באופן כללי, פו©קציה פרימיטיבית©קראת  שוואה דיפר©ציאליתשלה? פו©קציה זו שממ©ה בו©ים מ פתרון כללי

הקבועים  nפעמים, ואז לחלץ את  nמיטיבית ע"י גזירת הפו©קציה הפרי את המשוואה הדיפר©ציאלית©יתן למצוא 
  המשוואות.  n+1מתוך 

  
  :1.3 דוגמא

  הפו©קציה:ר שא בעלת הסדר ה©מוך ביותר שוואה הדיפר©ציאליתמצא את המ
ଶݔ + ଶݕ − ݔ2ܿ = 0 

  הי©ה פתרון שלה.
  

  :1.3 פתרון
  :פו©קציה סתומה)(כ xלפי  את הפו©קציה ©גזור

ݔ2 + ݕ2 ݕ݀
ݔ݀ − 2ܿ = 0 

  :c את דבוד©
ݔ + ݕ ݕ݀

ݔ݀ = ܿ 
  המתארת את הפו©קציה: ו©ציב במשוואה

ଶݔ + ଶݕ − ݔ)2 + ݕ ݕ݀
ݔ(ݔ݀ = 0 

 המשוואה הדיפר©ציאלית שהתקבלה היא:

 
  
  לחלץ את הקבוע ע"י אי©טגרציה ©וספת: ©יתן היהי כשים לב ©

1 + ݕ ݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ݕ݀)

ଶ(ݔ݀ = 0 
  ∎ .הדרושה המשוואה ה©אי© זו ולכן, קבלל ש©יתן ביותר ה©מוך הסדרמ המשוואה לא זו אולם

  
  :1.4 דוגמא

  :הפו©קציה אשר בעלת הסדר ה©מוך ביותר הדיפר©ציאלית המשוואה את מצא
ݕ = ܿଵݔଷ + ܿଶݔ + ܿଷ 

  הי©ה פתרון שלה.
  

  :1.4פתרון 
  :פעמים שלשאת הפו©קציה  ©גזור

′ݕ = 3ܿଵݔଶ + ܿଶ 
′′ݕ = 6ܿଵݔ 

ଶݔ + ଶݕ − ଶݔ2 − ݕݔ2 ݕ݀
ݔ݀ = 0 
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′′′ݕ = 6ܿଵ 
  :ו©קבלת ה©גזרת השלישית במשוואת ה©גזרת הש©יה משווא את ©ציב

   
 

  ∎ המשוואה המבוקשת. התקבלה
  
  
  מסדר ראשוןדיפר©ציאליות  ותמשווא .2

  משוואה פרידה .2.1
  

  :צורהכאשר מחשבים אי©טגרל מה
ݕ = න  ݔ݀(ݔ)݂

  למעשה פותרים משוואה דיפר©ציאלית מהצורה:
ݕ݀
ݔ݀ =  (ݔ)݂

  .בלבד xהיא פו©קציה של  y, שבה ה©גזרת הראשו©ה של זוהי דוגמא פשוטה למשוואה דיפר©ציאלית
  :, כאשר בכל אגף מופיע משת©ה אחר©יתן לכתוב אותה גם בצורה של דיפר©ציאלים

ݕ݀ =  ݔ݀(ݔ)݂
  

  .בלבד yפו©קציה של היא  y©ראה דוגמא פשוטה ©וספת של משוואה דיפר©ציאלית, שבה ה©גזרת הראשו©ה של 
  

  :2.1 דוגמא
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ݕ݀
ݔ݀ =  ݕܽ−

  
  :2.1פתרון 

  :באופן שבו בכל אגף מופיע משת©ה אחר ©כתוב את המשוואה
ݕ݀ =  ݔ݀ ݕܽ−
ݕ݀
ݕ =  ݔ݀ ܽ−

  :ל ש©י האגפיםע צע אי©טגרציה©ב
(ݕ)݈݊ = ݔܽ− + ܿ 
ݕ = ݁ି௔௫ା௖ = ݁௖݁ି௔௫ = ௔௫ି݁ܣ  

  כלומר, הפתרון הכללי הוא:
  

ᇱᇱݕ =  ݔ′′′ݕ
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, אבל ©יתן yוגם של  xהיא פו©קציה של  yוגמא של משוואה דיפר©ציאלית, שבה ה©גזרת הראשו©ה של ©ראה ד
  .ל ש©י האגפיםת ה©"ל. כלומר, בעזרת אי©טגרציה עהדוגמאו 2לפותרה באותה דרך שבה פתר©ו את 

  
  :2.2דוגמא 

  שוואה הדיפר©ציאלית הבאה:המ פתור את
ᇱݕݔ = ݕ + 1 

:2.2פתרון   
 ©כתוב את המשוואה באופן שבו בכל אגף מופיע משת©ה אחר:

ݕ݀
ݔ݀

1
ݕ + 1 = 1

 ݔ
1

ݕ + 1 ݕ݀ = 1
ݔ  ݔ݀

  :ל ש©י האגפיםע©בצע אי©טגרציה 
ݕ)݈݊ + 1) = ݈݊ + ܿ =  (ݔܽ)݈݊
ݕ + 1 =  ݔܽ

  :הוא והפתרון

  
  

  :2.3דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ݕ݀
ݔ݀ = ଶݏ݋ܿ ݕ

ଶ݊݅ݏ  ݔ
  :2.3 פתרון

  ©כתוב את המשוואה באופן שבן בכל אגף מופיע משת©ה אחר:
ݕ݀

ଶݏ݋ܿ ݕ = ݔ݀
ଶ݊݅ݏ  ݔ

  ל ש©י האגפים:©בצע אי©טגרציה ע
݊ܽݐ ݕ = − ݐ݋ܿ ݔ + ܿ 

  :הוא תרוןוהפ

  
  

אגפיה  2-הוא ש©יתן להפריד את המשת©ים ל שבפרק זההמאפיין של כל המשוואות שהובאו בכל הדוגמאות 
משוואה ה©ית©ת  השו©ים של המשוואה. משוואה שבה ©יתן להפריד את המשת©ים לש©י אגפי המשוואה ©קראת

  .הלהפרד
  

ݕ =  ௔௫ି݁ܣ

ݕ = ݔܽ − 1 

ݕ = −)݊ܽݐܿݎܽ ݐ݋ܿ ݔ + ܿ) 
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  משוואה מהצורה:

ௗ௬
ௗ௫ = ,ݔ)ܨ   (ݕ

  :כאשר
,ݔ)ܨ (ݕ = (ݔ)ܣ

 (ݕ)ܤ
  .משוואה פרידהאו  משוואה ה©ית©ת להפרדה©קראת 

  :את המשוואה באופן הבא כתובל על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה, ©יתן
ݕ݀(ݕ)ܤ − ݔ݀(ݔ)ܣ = 0 

  בצע אי©טגרציה על ש©י האגפים:©
න ݕ݀(ݕ)ܤ − න ݔ݀(ݔ)ܣ =  .ݐݏ݊݋ܿ

  המשוואה. ©קבל את פתרון וכך
  

  :2.4דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

݁௫మ ܿ݁ݏ ݕ ݔ݀ + 1
ݔ ݊݅ݏ ݕ ݀ = 0 

:2.4פתרון   
  על מ©ת להפריד את המשת©ים: x-וב cosy -האגפים ב 2©כפיל את 

݁௫మݔ݀ ݔ + ݏ݋ܿ ݕ ݊݅ݏ ݕ ݕ݀ = 0 
  :ל ש©י האגפיםע ©טגרציהיא©בצע 

න ݁௫మݔ݀ݔ + න ݏ݋ܿ ݕ ݊݅ݏ ݕ ݀ = ܿ 
݁௫మ

2 + 1
2 ଶ݊݅ݏ ݕ = ܿ 

  :הוא והפתרון

  
  

  :2.5דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ݐ݋ܿ ݔ ᇱݕ = ݕ)− + 3) 
  :2.5פתרון 

  במשוואה זו מתקיים:
ᇱݕ = ݕ݀

ݔ݀ = ,ݔ)ܨ  (ݕ
  כאשר:

,ݔ)ܨ (ݕ = ݕ)− + 3) ݊ܽݐ  ݔ
  :משת©ים©פריד את ה

݁௫మ + ଶ݊݅ݏ ݕ = ݇ 



 ]10 [ 
 

ݕ݀
ݔ݀ = ݕ)− + 3) ݊ܽݐ  ݔ

 
ݕ݀

ݕ + 3 + ݊ܽݐ ݔ ݔ݀ = 0 
ל ש©י האגפים:ע ©בצע אי©טגרציה  

ݕ)݈݊ + 3) + ݈݊ ܿ݁ݏ ݔ = ܿ 
ݕ + 3 = ݇ ݏ݋ܿ  ݔ

 
  

אם לסדר הפתרו©ות שמצא©ו עד כה, היו פתרו©ות כלליים, שכן הם כללו מספר קבועים שרירותיים, בהת הערה:
  , יש להציב ת©אי התחלה בפתרון הכללי.כדי למצוא פתרון מסויים המשוואה.

  
  :2.6דוגמא 

  :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה שלהפרטי מצא את הפתרון 
(1 + ݕ݀(ଷݔ − ݔ݀ݕଶݔ = 0 

  f(1)=2התחלה: הת©אי את המקיים 
  

  :2.6פתרון 
  זוהי משוואה ה©ית©ת להפרדה:

ݕ݀
ݕ − ݔଶ݀ݔ

1 + ଷݔ = 0 
  האגפים: 2©בצע אי©טגרציה על 

݈݊ ݕ − 1
3 ݈݊(1 + (ଷݔ = ܿ 

ଷݕ = ݇(1 +  (ଷݔ
  ©ציב את ת©אי ההתחלה, ו©קבל:

2ଷ = 2݇ 
݇ = 4 

  :הוא יהפרט ולכן הפתרון

  
 

  
  :2.7דוגמא 

  .של המשוואה הדיפר©ציאלית הוא אכן פתרון 2.5בדוק שהפתרון שהתקבל עבור דוגמא 
  :2.7ון פתר

  :©גזור את הפו©קציה שהתקבלה כפתרון
ݕ݀
ݔ݀ = −݇ ݊݅ݏ  ݔ

ݕ = ݇ ݏ݋ܿ ݔ − 3 

ଷݕ = 4(1 +  (ଷݔ
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  זהו אגף שמאל של המשוואה הדיפר©ציאלית.
  :של המשוואה הדיפר©ציאלית אגף ימין©פשט את 

ݕ)− + 3) ݊ܽݐ ݔ = −݇ ݏ݋ܿ ݔ ݊ܽݐ ݔ = −݇ ݊݅ݏ  ݔ
  ∎ מהווה פתרון. yלית, ולכן הפו©קציה מכאן שהתקבל פסוק אמת בין אגפי המשוואה הדיפר©ציא

  
   לא כל משוואה ©ית©ת להפרדת משת©יםהערה: 

  
  דוגמאות למשוואות לא פרידות:

  :2.8 דוגמא
ݕ݀ = (ݕݔ)ݏ݋ܿ  ݔ݀
ݕ݀
ݔ݀ = ݕݔ + 1

 ݔ
  

  דוגמאות מעשיות למשוואות פרידות 2.1.1
  

  :2.9דוגמא 
אם מ©יחים שקצב הגידול פרופורציו©אלי למספר  3דל פי ש©ה. בכמה ש©ים תג 50-ב 2אוכלוסיית ארץ גדלה פי 

 התושבים?
  

   :2.9 פתרון
  .t=0את האוכלוסיה בזמן  y0 - (ש©ים), וב tאת האוכלוסיה בזמן  y-©סמן ב

  מתוך הה©חה:
ݕ݀
ݐ݀ =  ݕ݇

  :או
ݕ݀
ݕ =  ݐ݀݇

  זוהי משוואה פרידה.
  :על ש©י האגפים ©בצע אי©טגרציה

݈݊ ݕ = ݐ݇ + ܿᇱ 
ݕ = ܿ݁௞௧ 

  , ולכן:y=y0אזי  t=0כאשר 
ݕ =  ଴݁௞௧ݕ

  :, ולכןy=2y0אזי  t=50כאשר 
଴ݕ2 =  ଴݁ହ଴௞ݕ
݁ହ଴௞ = 2 

  ©קבל: y=3y0כאשר 
଴ݕ3 =  ଴݁௞௧ݕ
3 = ݁௞௧ = (݁௞)௧ = ൫2ଵ ହ଴⁄ ൯௧  
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3ହ଴ = 2௧  
  
  

  :2.10דוגמא 
, פרופורציו©אלי להפרש הטמפ' בין טמפ' ווירשל חומר, ה©מצא בא–של ©יוטון, קצב ההתקררות לפי חוק הקירור 

  יר.והחומר וטמפ' האו
  ?400מתי תהיה טמפ' החומר דקות,  15במשך  700 - ל 1000 - וידוע שהחומר מתקרר מ ,300 היא וירואם טמפ' הא

  
  :2.10פתרון 
  . tטמפ' החומר בזמן את  T-©סמן ב

  מתקיים: ק הקירור של ©יוטון,, לפי חואזי
݀ܶ
ݐ݀ = −݇(ܶ − 30଴) 

  :או
݀ܶ

ܶ − 30 =  ݐ݀݇−
  זוהי משוואה פרידה.

  :על ש©י האגפים ©בצע אי©טגרציה
݈݊(ܶ − 30) = ݐ݇− + ܿ 
ܶ − 30 = ܿ݁ି௞௧ 

  ולכן: ,T=100אזי  t=0 כאשר
100 − 30 = ܿ = 70 

  , ולכן:T=70אזי   t=15 כאשר
70 − 30 = 70݁ି௞∙ଵହ 
40
70 = ݁ିଵହ௞ 

݁ି௞ = ൬40
70൰

ଵ ଵ⁄
 

݇ = ݈݊ 4070−15  
  :400תהיה הטמפ'  t©חשב כעבור כמה זמן 

40 − 30 = 70݁ି௞௧ 
10
70 = ݁ ௧ଵହ ௟௡ସ଴଻଴ 
10
70 = ൬40

70൰
௧ ଵହ⁄

 
ݐ

15 ݈݊ 4
7 = − ݈݊ 7 

 
 

  

ݐ ש©ים.= 79 

ݐ = 15 ݈݊ 7
݈݊ 7 − ݈݊ 4 דקות–= 52 
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  :2.11דוגמא 
ק"ג על גבי קרח. ©©יח שהחיכוך ז©יח, וההת©גדות ה©וצרת כתוצאה מהחיכוך עם  80של  מסה גוף בעל גוררים

מᇱ -הי©ה מהירות ב ݒ, כאשר ݒ5-וה לוויר שוהא
  .ש©יה

  מ'/ש©יה? 10א. מהו הכח הקבוע שיק©ה לגוף מהירות של 
  ש©יות? 16ב. מהי המהירות והמרחק כעבור 

  
  :2.11 פתרון

  לפי החוק הש©י של ©יוטון:
݉ܽ = ܨ −  ݒ5
݉ ݒ݀

ݐ݀ = ܨ −  ݒ5
  זוהי משוואה דיפר©ציאלית פרידה:

ݒ݀
ܨ − ݒ5 = ݐ݀

݉ 
  על ש©י האגפים: ©בצע אי©טגרציה

− 1
5 ܨ)݈݊ − (ݒ5 = ݐ

݉ + ܿᇱ 
ܨ − ݒ5 = ܿ݁ିହ௧ ௠⁄  

ݒ אזי t=0כאשר  =   :לכן, ו0
ܿ =  ܨ
ܨ − ݒ5 = ହ௧ି݁ܨ ௠⁄  

  מ'/ש©יה: 10רות של מהי לגוף א. כדי להק©ות
ݐ -ב → ݒמ'/ש©יה  10   ∞   , ולכן:=

 
 

  ש©יות: 16ב. המהירות לאחר 
50 − ݒ5 = 50݁ିହ∙ଵ଺ ଼଴⁄ = 50݁ିଵ 
ݒ5 = 50 − 50

݁  
ݒ מᇱ/ש©יה.= 10 ൬1 − 1

݁൰ 
ݒ = ൫1ܨ − ݁ିହ௧ ௠⁄ ൯ 

ݏ = න ݐ݀ݒ
ଵ଼

଴
= ܨ න ൫1 − ݁ିହ௧ ௠⁄ ൯

ଵ଼

଴
= ܨ ቀݐ + ݉

5 ݁ିହ௧ ௠⁄ ቁ
଴
ଵ଼ = 50(16 + 16݁ିଵ − 16) 

     
  

  
 

ݏ =.ᇱמ 50.16݁ିଵ 

ܨ = ݒ5 ©יוטון.= 50 



 ]14 [ 
 

  משוואה הומוג©ית .2.2
  

יש©ן משוואות מסדר ראשון אשר רק לאחר הצבה מסויימת הן הופכות למשוואות פרידות ואז ©יתן לפותרן 
  אחת הדוגמאות למשוואות אלו היא משוואה הומוג©ית. באמצעות הפרדת משת©ים ולאחריה אי©טגרציה.

  
  

  מהצורה: המשווא
ݕ݀
ݔ݀ = ,ݔ)ܨ  (ݕ

  כאשר:
,ݔ)ܨ (ݕ = ݃ ቀݕ

 ቁݔ
  .משוואה הומוג©ית©קראת 

  בצע הצבה:© על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה,
ݕ
ݔ =  ݖ
ݕ =  ݔݖ

  :לפי הצבה זו מתקיים
ݕ݀
ݔ݀ = (ݔݖ)݀

ݔ݀ = ݖ + ݔ ݖ݀
 ݔ݀

  :את המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה, במקום המשוואה ה©תו©ה כלומר, ©קבל
ݖ + ݔ ݖ݀

ݔ݀ =  (ݖ)݃
  משוואה זו ©ית©ת להפרדת משת©ים:

ݔ ݖ݀
ݔ݀ = (ݖ)݃ −  ݖ

ݖ݀
(ݖ)݃ − ݖ = ݔ݀

ݔ  
  :ל ש©י האגפים©קבל את הפתרון ע"י אי©טגרציה ע ואז

න ݖ݀
(ݖ)݃ − ݖ − න ݔ݀

ݔ = ܿ 
  

  :2.12 דוגמא
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ᇱݕݔ = ݔ ܿ݁ݏ ݕ
ݔ +  ݕ

  :2.12פתרון 
  

ᇱݕ = ܿ݁ݏ ݕ
ݔ + ݕ

ݔ = ݃ ൬ݔ
 ൰ݕ

  ©יתן לראות שזוהי משוואה הומוג©ית.
  

  ©ציב:
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ݖ = ݕ
ݔ  → ݕ =  ݖݔ

  לפי הצבה זו מתקיים:
ݕ݀
ݔ݀ = ݖ + ݔ ݖ݀

ݔ݀ = ܿ݁ݏ ݖ +  ݖ
  כלומר המשוואה הדיפר©ציאלית שהתקבלה היא:

ݔ ݖ݀
ݔ݀ = ܿ݁ݏ  ݖ
ݖ݀

ܿ݁ݏ ݖ − ݔ݀
ݔ = 0 

  זוהי משוואה ה©ית©ת להפרדה:
ݏ݋ܿ ݖ ݀ − ݔ݀

ݔ = 0 
  ל ש©י האגפים:©בצע אי©טגרציה ע

݊݅ݏ ݖ − ݈݊ = ܿ 
݊݅ݏ ݖ = ݈݊ ݔ + ܿ 
ݖ = ݈݊)݊݅ݏܿݎܽ + ܿ) 

  :ו©קבל את הפתרון y©ציב חזרה את 
  
   

  :2.13דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ଶݕ) + ݔ݀(ݕݔ + ݕଶ݀ݔ3 = 0 
  

  :2.13פתרון 
  :'y©בודד את 

ݕ݀
ݔ݀ = − ଶݕ + ݕݔ

ଶݔ3 = − 1
3 ቀݕ

ቁଶݔ − 1
3 ቀݕ

 ቁݔ
  ©יתן לראות שזוהי משוואה הומוג©ית.

  ©ציב:
ݕ
ݔ =  ݖ

  לפי הצבה זו מתקיים:
ݕ݀
ݔ݀ = ݖ + ݔ ݖ݀

ݔ݀ = − 1
3 ଶݖ) +  (ݖ

  כלומר המשוואה הדיפר©ציאלית שהתקבלה היא:
ݔ ݖ݀

ݔ݀ = − 1
3 ଶݖ − 4

3  ݖ
  זוהי משוואה ה©ית©ת להפרדה:

ݖ݀
13 ଶݖ) + (ݖ4 + ݔ݀

ݔ = 0 

3 ݖ݀
ଶݖ + ݖ4 + 4 − 4 + ݔ݀

ݔ = 0 

ݕ = ݔ ݈݊)݊݅ݏܿݎܽ ݔ + ܿ) 
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3 ݖ݀
ݖ) + 2)ଶ − 4 + ݔ݀

ݔ = 0 
  ל ש©י האגפים:ע ©בצע אי©טגרציה

3
4 ݈݊ ݖ

ݖ + 4 + ݈݊ = ܿ 
  :y©ציב חזרה את 

3 ݈݊ ݕ
ݕ + ݔ4 + 4 ݈݊ ݔ = ܿ∗ 

  :(פו©קציה סתומה) הפתרון
 

  
  

  :2.14דוגמא 
  :הדיפר©ציאלית הבאה המשוואה פתור את

ଷݔ) + ݔ݀(ଷݕ − ݕଶ݀ݕݔ3 = 0 
  

  :2.14פתרון 
  :x3 -©חלק את המשוואה ב

ݕ݀
ݔ݀ = ଷݔ + ଷݕ

ଶݕݔ3 = 1 + ቀݔݕቁଷ

3 ቀݔݕቁଶ  

  ©יתן לראות שזוהי משוואה הומוג©ית.
  ©ציב:

ݕ
ݔ =  ݖ

  :לפי הצבה זו מתקיים
ݕ݀
ݔ݀ = ݖ + ݔ ݔ݀

ݔ݀ = 1 + ଷݖ
ଶݖ3  

ݖ + ݔ ݖ݀
ݔ݀ = 1

ଶݖ3 + 1
3  ݖ

  כלומר המשוואה הדיפר©ציאלית שהתקבלה היא:
ݔ ݖ݀

ݔ݀ = 1
ଶݖ3 − 2

3  ݖ
  זוהי משוואה ה©ית©ת להפרדה:

ݖ݀
13 ቀ ଶݖ1 − ቁݖ2 = ݔ݀

ݔ  

ݖଶ݀ݖ
13 (1 − (ଷݖ2 = ݔ݀

ݔ  

  ל ש©י האגפים:©בצע אי©טגרציה ע
− 1

2 ݈݊(1 − (ଷݖ2 = ݈݊ ݔ + ܿ 
(1 − ଷ)ିଵݖ2 ଶ⁄ =  ݇ݔ

ସݔଷݕ
ݕ) + ଷ(ݔ4 = ܿ∗∗ 
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  :y©ציב חזרה את 
ݔ ൬1 − 2 ቀݕ

ቁଷ൰ݔ
ଵ ଶ⁄

= ݇ 

ଶݔ ቆݔଷ − ଷݕ2
ଷݔ ቇ = ݇ଶ = ݇′ 

  הפתרון (פו©קציה סתומה):
  

  
  

  ה ממעלה ש©י דיפר©ציאליות לעיתים לפתור משוואות בשיטה זו ©יתן גםהערה: 
  

  :ממעלה ש©יה הומוג©ית דוגמא למשוואה
  

  :2.15 דוגמא
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ᇱଶݕ൫ݔ − 1൯ =  ݕ
  :2.15פתרון 

ᇱଶݕ − 1 = ݕ
 ݔ

ᇱݕ = ටݕ
ݔ + 1 = ݃ ൬ݔ

 ൰ݕ
  ©יתן לראות שזוהי משוואה הומוג©ית.

  ©ציב:
ݕ
ݔ = → ݖ ݕ =  ݖݔ

  לפי הצבה זו מתקיים:
ݕ݀
ݔ݀ = ݖ + ݔ ݖ݀

ݔ݀ = ݖ√ + 1 
  המשוואה הדיפר©ציאלית שהתקבלה היא:כלומר, 

ݔ ݖ݀
ݔ݀ = ݖ√ + 1 −  ݖ

  משוואה ה©ית©ת להפרדה: זוהי
ݖ݀

ݖ√ + 1 − ݖ − ݔ݀
ݔ = 0 

  ל ש©י האגפים.תן להמשיך בפתרון ע"י אי©טגרציה עו©י
  
  
  
  
  

  יש©ן משוואות ש©יתן להפוך להומוג©יות ע"י הצבה מתאימה, כפי ש©יתן לראות במסגרת הבאה:

ଷݔ − ଷݕ2 =  ݔ′݇
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  מהצורה: המשווא

(ܽଵݔ + ܾଵݕ + ܿଵ)݀ݔ + (ܽଶݔ + ܾଶݕ + ܿଶ)݀ݕ = 0 
  :אם

ܿଵ = ܿଶ = 0 
  אזי ©קבל את המקרה הפרטי:

ݕ݀
ݔ݀ = − ܽଵݔ + ܾଵݕ

ܽଶݔ + ܾଶݕ = − ܽଵ + ܾଵ ݔݕ
ܽଶ + ܾଶ ݔݕ

 
  שזוהי משוואה הומוג©ית, כפי שהרא©ו בסעיף הקודם.

  
©ה ©ראית הומוג©ית, אולם ע"י הצבת משת©ים אה איהמשוו, אזי סאו ש©יהם שו©ים מאפ c2או  c1אולם, אם 

  .©יתן להראות שמתקבלת משוואה הומוג©ית x,yאחרים במקום 
  אולם ©יתן להתגבר על קושי זה ע"י הוספת משת©ה.

  :©ציב
ܺ = ݔ −  ߙ
ܻ = ݕ −  ߚ

  ©קבע אח"כ. β-ו α את כאשר
  אזי ©קבל:

ݔ = ܺ +  ߙ
ݕ = ܻ +  ߚ
൫ܽଵܺ + ܾଵܻ + (ܽଵߙ + ܾଵߚ + ܿଵ)൯݀ܺ + ൫ܽଶܺ + ܾଶܻ + (ܽଶߙ + ܾଶߚ + ܿଶ)൯ܻ݀ = 0 

אמ©ם, ©בחר אותם כך שיקיימו את . ו, כך שהמשוואה תהיה הומוג©יתכרצו©©ו β-ו αא©ו יכולים לבחור את  כעת
  :הבאה המשוואות מערכת

൜ܽଵߙ + ܾଵߚ = −ܿଵܽଶߙ + ܾଶߚ = −ܿଶ 
  :ומוג©ית הבאההה ©קבל את המשוואהו

(ܽଵܺ + ܾଵܻ)݀ܺ + (ܽଶܺ + ܾଶܻ)ܻ݀ = 0 
  הפרדת משת©ים.אשר ©יתן לפתור אותה בעזרת 

  
  :2.16 דוגמא

  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את
ݔ2) − ݔ݀(ݕ + ݔ) − ݕ2 − ݕ݀(3 = 0 

  
  :2.16פתרון 
  ©ציב:

ݔ = X +  ߙ
ݕ = Y +  ߚ

  :תאת המשוואה הבאה, אשר אי©©ה הומוג©י©קבל 
(2X − Y + ߙ2 − X݀(ߚ + (X − 2Y + ߙ − ߚ2 − 3)݀Y = 0 
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  :ומוג©יתהשהמשוואה תהפוך למשוואה כך  βα,©קבע את 
൜ ߙ2 − ߚ = 0
ߙ − ߚ2 − 3 = 0   ߙ = ߚ1− = −2 

  :את המשוואה ההומוג©ית קבלו©
(2X − ܻ)݀ܺ + (X − 2ܻ)݀Y = 0 
ܻ݀
݀ܺ = − 2X − ܻ

X − 2ܻ = − 2 − ܻܺ
1 − 2 ܻܺ 

  ©ציב:
ݖ = ܻ

ܺ       Y =  ݖܺ
  לפי הצבה זו מתקיים:

ܻ݀
݀ܺ = ݖ + ܺ ݖ݀

݀ܺ = ݖ − 2
1 −  ݖ2

  כלומר, המשוואה הדיפר©ציאלית שהתקבלה היא:
ݖ + X ݖ݀

݀X − ଶݖ2 − ܺݖ2 ݖ݀
݀ܺ = ݖ − 2 

  זוהי משוואה ה©ית©ת להפרדה:
ݖ݀
݀X (X − (Xݖ2 = ଶݖ2 − 2 
ݖ݀
݀ܺ = ଶݖ)2 − 1)

ܺ(1 −  (ݖ2
1)ݖ݀ − (ݖ2

ଶݖ − 1 − 2 ݀X
X = 0 

  ל ש©י האגפים:ע ©בצע אי©טגרציה
න ݖ݀

ଶݖ − 1 − න ݖ݀ݖ2
ଶݖ − 1 − 2 න ݀X

X = 0 
1
2 ݈݊ ݖ − 1

ݖ + 1 − ଶݖ)݈݊ − 1) − 2 ݈݊ X =  .ݐݏ݊݋ܿ
ݖ) + 1)ଵ ଶ⁄

ଶݖ) − ݖ)(1 − 1)ଵ ଶ⁄ ܺଶ = ܿ 
ݖ + 1

ଶݖ) − 1)ଶ(ݖ − 1)Xସ = ܿ 
ݖ) + ݖ)(1 − 1)ଷܺସ = ݇ 

  :X,Y©ציב חזרה את 
൬Y

X + 1൰ ൬Y
X − 1൰

ଷ
Xସ = ݇ 

(Y + ܺ)(Y − ܺ)ଷ = ݇ 
  :x,y©ציב חזרה את 

Y = ݕ + 2 
X = ݔ + 1 

  :(פו©קציה סתומה) הפתרון
ݔ)  + ݕ + ݔ)(3 + ݕ − 1)ଷ = ݇ 
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  ת מסדר ראשוןלי©אריו משוואות .2.3
  

  משוואה מהצורה:
ᇱݕ + ݕ(ݔ)ܲ =  (ݔ)ܳ

  .ארית מסדר ראשוןמשוואה לי©, ©קראת בלבד xפו©קציות של הן  Q-ו Pכאשר 
  

(࢞)ࡽ)פרידה  לי©אריתמשוואה  .2.3.1 ≡ ૙)  
  
  

  :משוואה מהצורה
ᇱݕ + ݕ(ݔ)ܲ = 0 

  :או
ݕ݀
ݔ݀ =  ݕ(ݔ)ܲ−

  זוהי משוואה פרידה:. ©שים לב שלי©אריתהיא סוג של משוואה 
ݕ݀
ݕ =  ݔ݀(ݔ)ܲ−

  ל ש©י האגפים:גרציה ע©בצע אי©ט
݈݊ ݕ = − න ݔ݀(ݔ)ܲ + ܿ 

 הפתרון:
ݕ = ݁ି ׬ ௉(௫)ௗ௫ା௖ = ି݁ܣ ׬ ௉(௫)ௗ௫ ܣ)        = ݁௖) 

  למען הפשטות, ©סמן:
ܫ = න  ݔ݀(ݔ)ܲ

  כלומר:
ܫ݀
ݔ݀ =  (ݔ)ܲ

  ואז הפתרון:
 

  
  בדוק שזהו אכן הפתרון ע"י גזירתו והצבת ©גזרותיו במשוואה הדיפר©ציאלית:יתן ל©

ᇱݕ = ூି݁ܣ− ܫ݀
ݔ݀ =  (ݔ)ூܲି݁ܣ−

  :©ציב במשוואה הדיפר©ציאלית
ᇱݕ + ݕ(ݔ)ܲ = (ݔ)ூܲି݁ܣ− + ூି݁ܣ(ݔ)ܲ = 0 

  
  ∎התקבל פסוק אמת. מכאן שזהו הפתרון של המשוואה הדיפר©ציאלית. 

  
   

ݕ =  ூି݁ܣ
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  :המקרה הכללי - מסדר ראשון  לי©אריתמשוואה  .2.3.2
  
  

  משוואה מהצורה:
ᇱݕ + ݕ(ݔ)ܲ =  (ݔ)ܳ

  מסדר ראשון. לי©אריתמשוואה , ©קראת xהן פו©קציות של  P,Qכאשר 
  על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה,

  :eI -ב המשוואה אגפיאת ש©י ©כפיל 
ᇱݕ) + ூ݁(ݕ(ݔ)ܲ =  ூ݁(ݔ)ܳ

  ©שים לב שמתקיים:
݀

ݔ݀ (ூ݁ݕ) = ᇱݕ) +  ூ݁(ݕ(ݔ)ܲ
  

  ל:©ציב את התוצאה הקודמת ו©קב
݀

ݔ݀ (ூ݁ݕ) =  ூ݁(ݔ)ܳ
  על ש©י האגפים: xלפי  בלבד, אזי ©וכל לבצע אי©טגרציה xהי©ן פו©קציות של  eI -ו Q -היות ש

ூ݁ݕ = න ݔூ݀݁(ݔ)ܳ + ܿ 
  ו©קבל את הפתרון:

ݕ = ݁ିூ න ݔூ݀݁(ݔ)ܳ + ܿ݁ିூ  
  :כאשר

ܫ = න  ݔ݀(ݔ)ܲ
  

  .גורם אי©טגרציההיא זו שאפשרה את האי©טגרציה. לפיכך גורם זה ©קרא  e୍המשוואה בגורם  הערה: הכפלת
  
  
  

  :3.1 דוגמא
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ᇱݕଶݔ − ݕݔ2 = 1
 ݔ

  :3.1פתרון 
  :המוכרתה תבצור. ©כתוב אותה לי©אריתזוהי משוואה 

ᇱݕ − 2
ݔ ݕ = 1

 ଷݔ
,(ݔ)ܲ ©חשב את ,(ݔ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  

(ݔ)ܲ = − 2
        ݔ
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(ݔ)ܳ    = 1
 ଷݔ

ܫ = න ݔ݀(ݔ)ܲ = − න 2
ݔ ݔ݀ = −2 ݈݊  ݔ

݁ூ = ݁ିଶ ௟௡ ௫ = 1
 ଶݔ

  ©ציב בתב©ית הפתרון:
ݕ = ଶݔ න 1

ଷݔ
1

ଶݔ ݔ݀ +  ଶݔܿ
ݕ = ଶݔ ∙ ൬− 1

ସ൰ݔ4 +  ଶݔܿ
  :והפתרון

ݕ = − 1
ଶݔ4 + ଶݔܿ  

  :3.2דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ᇱݕݔ + (1 + ݕ(ݔ = ݁௫ 
  :3.2פתרון 

  , ©כתוב אותה בצורתה המוכרת:לי©אריתזוהי משוואה 
ᇱݕ + 1 + ݔ

ݔ ݕ = ݁௫
ݔ  

,(ݔ)ܲ©חשב את  ,(ݔ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  
(ݔ)ܲ = 1 + ݔ

ݔ  
(ݔ)ܳ = ݁௫

ݔ  
ܫ = න ݔ݀(ݔ)ܲ = න 1 + ݔ

ݔ ݔ݀ = ݈݊ ݔ +  ݔ
݁ூ = ݁௟௡ ௫ା௫ =  ௫݁ݔ

  :©ציב בתב©ית הפתרון
ݕ = ݁ିூ න ݔூ݀݁(ݔ)ܳ + ܿ݁ିூ  
ݕ = ݁ି௫

ݔ න ݁௫
ݔ ݔ௫݀݁ݔ + ܿ

ݔ ݁ି௫ 

     = ݁ି௫
ݔ න ݁ଶ௫݀ݔ + ܿ

ݔ ݁ି௫  
    = ݁ି௫

ݔ2 ݁ଶ௫ + ܿ
ݔ ݁ି௫ 

  והפתרון:
 

  
  

  :3.3דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ݕ = 1
ݔ ൬݁௫

2 + ܿ݁ି௫൰ 
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ݕ ݈݊ ݕ ݔ݀ + ݔ) − ݈݊ ݕ݀(ݕ = 0 
  :3.3פתרון 

 ©כתוב את המשוואה בצורה הבאה:
ݔ݀
ݕ݀ + 1

ݕ ݈݊ ݕ ݔ = 1
 ݕ

  .י תלויתלמשת©ה בהוא  yר , כאשx-זו משוואה לי©ארית ב
,(ݕ)ܲ©חשב את  ,(ݕ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  

  
(ݕ)ܲ = 1

ݕ ݈݊  ݕ

(ݕ)ܳ = 1
 ݕ

ܫ = න ݕ݀ܲ = න 1
ݕ ݈݊ ݕ ݕ݀ = ݈݊(݈݊  (ݕ

 
݁ூ = ݁௟௡(௟௡ ௬) = ݈݊  ݕ
݁ିூ = 1

݈݊  ݕ
  :©ציב בתב©ית הפתרון

ݔ = ݁ିூ න ݕூ݀݁(ݕ)ܳ + ܿ݁ିூ 

    = 1
݈݊ ݕ න 1

ݕ ݈݊ ݕ ݕ݀ + ܿ 1
݈݊  ݕ

    = 1
݈݊ ݕ

(݈݊ ଶ(ݕ
2 + ܿ

݈݊  ݕ

    = ݈݊ ݕ
2 + ܿ

݈݊  ݕ
 הפתרון (פו©קציה סתומה):

  
  
  

  :©וספות משוואות לי©אריותדוגמאות ל
ᇱݕ

ݏ݋ܿ ݔ + ݕ = 3 
ᇱݕݔ + ݕ = ݔ ݈݊  ݔ
   

(݈݊ ଶ(ݕ + ܿ = ݔ2 ݈݊  ݕ
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  משוואות לא לי©יאריות .2.4
  

בסעיף זה ©ראה מספר משוואות דיפר©ציאליות לא לי©אריות אשר ©יתן להפוך למשוואות לי©אריות ע"י הצבה 
  מתאימה. את המשוואה הלי©ארית שהתקבלה ©יתן לפתור באמצעות השיטות שהרא©ו לעיל.

  ימשוואת בר©ול .2.4.1
  

משוואות דיפר©ציאליות לא לי©אריות אשר ©יתן להפוך למשוואות לי©אריות ע"י הצבה בסעיף זה ©ראה מספר 
משוואת בר©ולי מתאימה. את המשוואה הלי©ארית שהתקבלה ©יתן לפתור באמצעות השיטות שהרא©ו לעיל.

  ) אשר פתר אותה לראשו©ה.1654-1705השוויצרי בר©ולי ( מתמטיקאי©קראת על שם ה
  
  

  משוואה מהצורה:
ᇱݕ + ݕ(ݔ)ܲ = ௞ݕ(ݔ)ܳ  

  .משוואת בר©ולי©קראת  ,1-ומ 0-השו©ה מ ,כלשהו מספר ממשי הוא kכאשר 
   על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה,

  :y-k -המשוואה באגפי  2©כפיל את 
ᇱݕ௞ିݕ + ௞ାଵିݕ(ݔ)ܲ =  (ݔ)ܳ

  ©ציב:
ݒ =  ௞ାଵିݕ

  ©שים לב שהצבה זו מקיימת:
ᇱݒ = (1 −  ᇱݕ௞ିݕ(݇

  הבאה: לי©ארית©קבל את המשוואה ה
′ݒ

1 − ݇ + ݒ(ݔ)ܲ =  (ݔ)ܳ
  .אשר ©יתן לפתור אותה בעזרת הכפלה בגורם אי©טגרציה, כפי שהרא©ו לעיל

  
  :4.1 דוגמא

  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את
ଶݕ ݕ݀

ݔ݀ + 1
ݔ ଷݕ = ଶݔ + 4 

  :4.1פתרון 
  ©ציב:

ݒ =  ଷݕ
  קיימת:הצבה זו מ

ݒ݀
ݔ݀ = ଶݕ3 ݕ݀

 ݔ݀
  הבאה: לי©ארית©קבל את המשוואה ה

1
3

ݒ݀
ݔ݀ + 1

ݔ ݒ = ଶݔ + 4 
  ©כתוב אותה בצורתה המוכרת:
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ݒ݀
ݔ݀ + 3

ݔ ݒ = ଶݔ)3 + 4) 
,(ݔ)ܲ ©חשב את ,(ݔ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  

(ݔ)ܲ = 3
 ݔ

(ݔ)ܳ = ଶݔ)3 + 4) 
ܫ = න ݔ݀(ݔ)ܲ = න 3

ݔ ݔ݀ = 3 ݈݊  ݔ
݁ூ = ݁ଷ ௟௡ ௫ = ݁௟௡ ௫య =  ଷݔ

  הפתרון:©ציב בתב©ית 
ݒ = ݁ିூ න ݔூ݀݁(ݔ)ܳ + ܿ݁ିூ  
 
ݒ = 1

ଷݔ න ଶݔ)3 + ݔଷ݀ݔ(4 +  ଷିݔܿ

    = 3
ଷݔ ቆݔ଺

6 + ସቇݔ +  ଷିݔܿ
  :y©ציב חזרה את 

ݒ =  ଷݕ
ଷݕ = ଷݔ

2 + ݔ3 +  ଷିݔܿ
  והפתרון:

 
 

  
דורש "י הצבה מתאימה. ©ושא זה לצורה של משוואה לי©ארית ע ©יתן להביאןמשוואות שסוגים ©וספים של  יש©ן

  מיומ©ות רבה.
  :4.2דוגמא 

  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את
݊݅ݏ ݕ ᇱݕ + ݊݅ݏ ݔ ݏ݋ܿ ݕ = ݊݅ݏ  ݔ

  :4.2פתרון 
  :, ולכן ©ציב'sin y y-היא  cos y©שים לב כי ה©גזרת של 

ݑ = ݏ݋ܿ  ݕ
  הצבה זו מקיימת:

ݑ݀
ݔ݀ = − ݊݅ݏ ݕ ݕ݀

 ݔ݀
  :הבאה לי©אריתאת המשוואה ה ©קבל

ݑ݀
ݔ݀ − ݔ݊݅ݏ ∙ ݑ = − ݊݅ݏ  ݔ

,(ݔ)ܲ ©חשב את ,(ݔ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  
(ݔ)ܲ =  ݔ݊݅ݏ−
(ݔ)ܳ = ݊݅ݏ−  

y = ඨݔଷ
2 + ݔ3 + ଷయିݔܿ  
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ܫ = න ݔ݀(ݔ)ܲ = න − ݊݅ݏ ݔ ݀ = ݏ݋ܿ  ݔ
݁ூ = ݁௖௢௦ ௫  

  ©ציב בתב©ית הפתרון:
ݑ = ݁ିூ න (ݔ)ܳ ݁ூ݀ݔ + ܿ݁ିூ  
ݑ = ݁ି௖௢௦ ௫ න(− ݊݅ݏ ௖௢௦݁(ݔ ௫݀ݔ + ܿ݁ି௖௢௦ ௫  

  ©פתור את האי©טגרל בעזרת הצבה:
ݖ = ݏ݋ܿ ݔ ݖ݀           = − ݊݅ݏ ݔ  ݔ݀

  ו©קבל:
ݑ = ݁ି௖௢௦ ௫ න ݁௭݀ݖ + ܿ݁ି௖௢௦ ௫  
    = ݁ି ௖௢௦ ௫݁௖௢௦ ௫ + ܿ݁ି௖௢௦ ௫ = 1 + ܿ݁ି௖௢௦ ௫ 

  :y©ציב חזרה את 
ݑ = ݏ݋ܿ  ݕ

  והפתרון:
 

  
  )Clairautמשוואת קלרו ( .2.4.2

  
  ) אשר פתר אותה לראשו©ה.1713-1765©קראת על שם המתמטיקאי הצרפתי קלרו ( משוואת קלרו

  
  משוואה מהצורה:

ݕ = ᇱݕݔ +  (ᇱݕ)݂
  .'yהיא פו©קציה כלשהי של  ݂ כאשר

  .משוואת קלרו©קראת 
  הגבוהה יותר מאחד.משוואה מסדר ראשון, אך ממעלה  זוהי

 
  יב:על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה, ©צ

ᇱݕ = ܿ 
  :הצבה זו מקיימת

 
  והוא תואם בדיוק את המשוואה הדיפר©ציאלית, לאחר ההצבה שקבע©ו. פתרון של המשוואה זהו

  יתכ©ו פתרו©ות אחרים למשוואה זו, אך כרגע לא ©דון בהם.הערה: 
  

  :4.3 דוגמא
  פתרון של המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה:מצא 

ᇱଶݕݔ − ᇱݕݕ + 3 = 0 
  :4.3פתרון 

ݕ = ݏ݋ܿܿݎܽ ݑ = 1)ݏ݋ܿܿݎܽ + ܿ݁ି௖௢௦ ௫) 

ݕ = ݔܿ + ݂(ܿ) 
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  ©שים לב שזוהי משוואת קלרו.
  ©כתוב אותה בצורתה המוכרת:

ݕ = ᇱݕݔ + 3
 ′ݕ

  :©ציב
ᇱݕ = ܿ 

  :הצבה זו מקיימת
 

  קבוע כלשהו. cכאשר 
 

  יקותימשוואות מדו .2.4.3
  
  

  מהצורה: משוואה
,ݔ)ܯ ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ ݕ݀(ݕ = 0 

  :כאשר
ܯ߲
ݕ߲ = ߲ܰ

ݔ߲  
  משוואה מדוייקת.©קראת 

  דרכים: 2- ור משוואה מסוג זה, ב©יתן לפת
  - דרך א'

  האגפים (על כל אחד מהאיברים בסכום ב©פרד) ו©קבל את הפתרון. 2©בצע אי©טגרציה על 
  - ב' דרך

  :©ציב
,ݔ)ߤ (ݕ = ܿ 

  –:הצבה זו מקיימת
ߤ݀ = ߤ߲

ݔ߲ ݔ݀ + ߤ߲
ݕ߲ ݕ݀ = ,ݔ)ܯ ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ  ݕ݀(ݕ

  ואז ©וכל לזהות:
ߤ߲
ݔ߲ ݔ݀ = ,ݔ)ܯ  ݔ݀(ݕ

  מתייחסים כאל קבוע): yהאגפים (אל  2על  x©בצע אי©טגרציה לפי 
,ݔ)ߤ (ݕ = න ,ݔ)ܯ ௫ݔ݀(ݕ

.
+  (ݕ)߶

  מתייחסים כאל קבוע): xהאגפים (אל  2על  y©בצע גזירה לפי 
ߤ߲
ݕ߲ = ߲

ݕ߲ න ,ݔ)ܯ ௫ݔ݀(ݕ
.

+ ݀߶
ݕ݀ = ,ݔ)ܰ  (ݕ

ௗథ את וכך ©יתן למצוא
ௗ௬  (ݕ)߶את  כךומתוך.  

  
  

ݕ = ݔܿ + 3
ܿ 
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  :4.4 דוגמא
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ଶݔ) − ݔ݀(ݕ + ଶݕ) − ݕ݀(ݔ = 0 
  :4.4פתרון 

  קת שהרי:ימשוואה מדוי©יתן לזהות שזוהי 
ܯ߲
ݕ߲ = ߲

ݔ߲ ଶݔ) − (ݕ = −1 = ߲
ݔ߲ ଶݕ) − (ݔ = ߲ܰ

ݔ߲  
  פתרון בדרך א':

  בצורה הבאה: וואה המדוייקת©יתן לכתוב את המש
ݔଶ݀ݔ + ݕଶ݀ݕ − ݔ݀ݕ) + (ݕ݀ݔ = 0 

  או:
ݔଶ݀ݔ + ݕଶ݀ݕ − (ݕݔ)݀ = 0 

 
  (על כל אחד מהאיברים בסכום, ב©פרד), ו©קבל את הפתרון: ,האגפים 2©בצע אי©טגרציה על 

 
  

  :4.5דוגמא 
  :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה פתור את

ଷݔ2) + ݔ݀(ݕ3 + ݔ3) + ݕ − ݕ݀(1 = 0 
  :4.5 פתרון

  
  :©יתן לזהות שזוהי משוואה מדוייקת שהרי

ܯ߲
ݕ߲ = 3 = ߲ܰ

ݔ߲  
  :'דרך אפתרון ב

  בצורה הבאה: ©יתן לכתוב את המשוואה המדוייקת
ݔଷ݀ݔ2 + ݕ݀ݕ − ݕ݀ + ݔ݀ݕ)3 + (ݕ݀ݔ = 0 

  או:
ݔଷ݀ݔ2 + ݕ݀ݕ − ݕ݀ + (ݕݔ)3݀ = 0 

  (על כל אחד מהאיברים בסכום, ב©פרד), ו©קבל את הפתרון: ,האגפים 2©בצע אי©טגרציה על 
 

  
  :'דרך בפתרון ב

ߤ߲
ݔ߲ = ଷݔ2 +  ݕ3

  מתייחסים כאל קבוע): yהאגפים (אל  2על  x©בצע אי©טגרציה לפי 
ߤ = න ଷݔ2) + ௫ݔ݀(ݕ3 +  (ݕ)߶

    = 1
2 ସݔ + ݔݕ3 +  (ݕ)߶

ଷݔ
3 + ଷݕ

3 − ݕݔ = ܿ 

ସݔ
2 + ଶݕ

2 − ݕ + ݕݔ3 = ܿ 
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  :יחסים כאל קבוע)מתי y(אל  yהאגפים לפי  2©בצע גזירה על 
ߤ߲
ݕ߲ = ݔ3 +  ߶ᇱ(ݕ) = ݔ3 + ݕ − 1 

  מכאן ש:
(ݕ)′߶ = ݕ − 1 
(ݕ)߶ = න(ݕ − ݕ݀(1 = ଶݕ

2 − ݕ + ܿ 
  הפתרון:ו

 
  
  

  :4.6דוגמא 
  :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה פתור את

ଷݕଷݔ4) − ݔ݀(ݕݔ2 + ଶݕସݔ3) − ݕ݀(ଶݔ = 0 
  

  :4.6פתרון 
  משוואה מדוייקת שהרי: שזוהי ת©יתן לזהו

ܯ߲
ݕ߲ = ଶݕଷݔ12 −  ݔ2
߲ܰ
ݔ߲ = ଶݕଷݔ12 −  ݔ2

  
  :'דרך אפתרון ב

  :©יתן לכתוב את המשוואה המדוייקת בצורה הבאה
ݔଷ݀ݕଷݔ4 + ݕଶ݀ݕସݔ3 − ݔ݀ݕݔ2 − ݕଶ݀ݔ = 0 

  או:
(ଷݕସݔ)݀ − (ݕଶݔ)݀ = 0 

  (על כל אחד מהאיברים בסכום, ב©פרד), ו©קבל את הפתרון: ,האגפים 2©בצע אי©טגרציה על 
 

  
  :'בדרך פתרון ב

ߤ߲
ݔ߲ = ଷݕଷݔ4 −  ݕݔ2

  מתייחסים כאל קבוע): y(אל  xלפי  האגפים 2©בצע אי©טגרציה על 
ߤ = ଷݕସݔ − ݕଶݔ +  (ݕ)߶

  :מתייחסים כאל קבוע) y(אל  yהאגפים לפי  2©בצע גזירה על 
ߤ߲
ݕ߲ = ଶݕସݔ3 − ଶݔ + ߶ᇱ(ݕ) = ଶݕସݔ3 −  ଶݔ

  מכאן ש:
(ݕ)′߶ = 0 
(ݕ)߶ = ܿ 

,ݔ)ߤ (ݕ = 1
2 ସݔ + ݔݕ3 + ଶݕ

2 − ݕ = ܿ 

ଷݕସݔ − ݕଶݔ = ܿ 
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  והפתרון:
 

  
  :4.7 דוגמא

  :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה פתור את
ݏ݋ܿ) ݕ + ݕ ݏ݋ܿ ݔ݀(ݔ + ݊݅ݏ) ݔ − ݔ ݅ݏ ݕ݀( = 0 

  :4.7פתרון 
  וייקת שהרי:©יתן לזהות שזוהי משוואה מד

ܯ߲
ݕ߲ = − ݊݅ݏ ݕ + ݏ݋ܿ  ݔ
߲ܰ
ݔ߲ = ݏ݋ܿ ݔ − ݊݅ݏ  

  פתרון בדרך א':
  ©יתן לכתוב את המשוואה המדוייקת בצורה הבאה:

݋ܿ) − ݔ ݊݅ݏ ݕ ) + ݕ) ݏ݋ܿ ݔ ݔ݀ + ݅ݏ ) = 0 
  

  :או
ݔ)݀ ݏ݋ܿ (ݕ + ݕ)݀ ݊݅ݏ (ݔ = 0 

  :(על כל אחד מהאיברים בסכום, ב©פרד), ו©קבל את הפתרון ,האגפים 2©בצע אי©טגרציה על 
 

  
  :'דרך בפתרון ב

ߤ߲
ݔ߲ = ݏ݋ܿ ݕ + ݕ ݏ݋ܿ  ݔ

  מתייחסים כאל קבוע): y(אל  xהאגפים לפי  2©בצע אי©טגרציה על 
ߤ = ݔ ݏ݋ܿ ݕ + ݕ ݊݅ݏ ݔ +  (ݕ)߶ 

  :מתייחסים כאל קבוע) y(אל  yגפים לפי הא 2©בצע גזירה על 
ߤ߲
ݕ߲ = ݔ− ݊݅ݏ ݕ + ݊݅ݏ ݔ + (ݕ)′߶ = ݊݅ݏ ݔ − ݔ ݊݅ݏ  ݕ

  מכאן ש:
(ݕ)′߶ = 0 
(ݕ)߶ = ܿ 

  הפתרון:ו
 

  
   

,ݔ)ߤ (ݕ = ଷݕସݔ − ݕଶݔ = ܿ 

ݔ ݏ݋ܿ ݕ + ݕ ݊݅ݏ ݔ = ܿ 

,ݔ)ߤ (ݕ =– ݔ ݏ݋ܿ ݕ + ݕ ݊݅ݏ ݔ = ܿ 
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  הפיכת משוואה למשוואה מדוייקת .2.4.4
  
  

   מהצורה: משוואה
,ݔ)ܯ ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ ݕ݀(ݕ = 0 

  כאשר 
ܯ߲
ݕ߲ ≠ ߲ܰ

ݔ߲  
  .מדוייקת היא משוואה לא

  ©יתן להפוך אותה למשוואה מדוייקת ע"י הכפלת ש©י אגפי המשוואה בגורם אי©טגרציה.
  אי©טגרציה:הגורם חישוב כללים ל

  אם': אמקרה 
ݕܯ߲߲ − ݔ߲߲ܰ
,ݔ)ܰ (ݕ =  (ݔ)݂

  בלבד, אזי xפו©קציה של הוא 
׬݁ ௙(௫)ௗ௫  

  .תאיםהוא גורם האי©טגרציה המ
  אםמקרה ב': 

ݕܯ߲߲ − ݔ߲߲ܰ
,ݔ)ܯ (ݕ =  (ݕ)݃−

  בלבד, אזי yפו©קציה של הוא 
׬݁ ௚(௬)ௗ௬ 

  .המתאיםאי©טגרציה הגורם הוא 
  יש גם מקרים ©וספים, אותם ©ראה בהמשך.הערה: 

  
  :4.8 דוגמא

  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את
ଶݔ) + ଶݕ + ݔ݀(ݔ + ݕ݀ ݕݔ = 0 

  :4.8פתרון 
  :קייםבמשוואה זו מת

߲ܰ
ݔ߲ =  ݕ
ܯ߲
ݕ߲ =  ݕ2

  כלומר, המשוואה אי©ה מדוייקת.
  אולם:

ݕܯ߲߲ − ݔ߲߲ܰ
ܰ = ݕ2 − ݕ

ݕݔ = 1
ݔ =  (ݔ)݂
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  :ולכן
׬݁ ௙(௫)ௗ௫ = ௗ௫௫׬݁ = ݁௟௡ ௫ =  ݔ

  אי©טגרציה.הגורם הוא 
  :את המשוואה המדוייקת הבאה ו©קבלהאגפים בגורם האי©טגרציה ©כפיל את ש©י 

ଷݔ) + ଶݕݔ + ݔ݀(ଶݔ + ݕ݀ݕଶݔ = 0 
  

  כעת מתקיים:
ܯ߲
ݕ߲ = ߲ܰ

ݔ߲ =  ݕݔ2
 ©פשט את המשוואה שהתקבלה:

ݔଷ݀ݔ + ݔଶ݀ݔ + ݔଶ݀ݕݔ) + (ݕ݀ݕଶݔ = 0 
  

ݔଷ݀ݔ + ݔଶ݀ݔ + ݔ݀ݕ)ݕݔ + (ݕ݀ݔ = 0 
  כאשר:

ݔ݀ݕ) + (ݕ݀ݔ =  (ݕݔ)݀ݕݔ
  :את הפתרון (פו©קציה סתומה) ©קבלואחרי אי©טגרציה איבר איבר 

 
  
  

  :4.9 דוגמא
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

ସ݁௬ݕݔ2) + ଷݕݔ2 + ݔ݀(ݕ + ସ݁௬ݕଶݔ) − ଶݕଶݔ − ݕ݀(ݔ3 = 0 
  

  :4.9פתרון 
  מתקיים:במשוואה זו 

ܯ߲
ݕ߲ = ଷ݁௬ݕݔ8 + ସ݁௬ݕݔ2 + ଶݕݔ6 + 1 
߲ܰ
ݔ߲ = ସ݁௬ݕݔ2 − ଶݕݔ2 − 3 
߲ܰ
ݔ߲ ≠ ܯ߲

ݕ߲  
  המשוואה אי©ה מדוייקת.כלומר 
  אולם:

ܯ߲
ݕ߲ − ߲ܰ

ݔ߲ = ଷ݁௬ݕݔ8 + ଶݕݔ8 + 4 
ݕܯ߲߲ − ݔ߲߲ܰ

ܯ = 4
ݕ =  (ݕ)݃−

  ולכן:
׬݁ ௚(௬)ௗ௬ = ݁ି ସ௬ௗ௬׬ = ݁ିସ ௟௡ ௬ = ݁௟௡ ௬షర =  ସିݕ

ସݔ
4 + ଷݔ

3 + ଶ(ݕݔ)
2 = ܿଵ 
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  .אי©טגרציהההוא גורם 
  :הבאה מדוייקתהמשוואה ©כפיל את ש©י האגפים בגורם האי©טגרציה ו©קבל את ה

൬2݁ݔ௬ + ݔ2
ݕ + 1

ଷ൰ݕ ݔ݀ + ቆݔଶ݁௬ − ଶݔ
ଶݕ − 3 ݔ

ସቇݕ ݕ݀ = 0 
  :כעת מתקיים

ܯ߲
ݕ߲ = ௬݁ݔ2 − ݔ2

ଶݕ − 3
 ସݕ

߲ܰ
ݔ߲ = ௬݁ݔ2 − ݔ2

ଶݕ − 3
 ସݕ

  ולכן:
ߤ߲
ݔ߲ = ௬݁ݔ2 + ݔ2

ݕ + 1
 ଷݕ

ߤ = ଶ݁௬ݔ + ଶݔ
ݕ + ݔ

ଷݕ +  (ݕ)߶ 
ߤ߲
ݕ߲ = ଶ݁௬ݔ − ଶݔ

ଶݕ − ݔ3
ଷݕ + ߶ᇱ(ݕ) = ଶ݁௬ݔ − ଶݔ

ଶݕ − ݔ3
ଷݕ  

(ݕ)′߶ = 0 
(ݕ)߶ = ܿ 

  הפתרון:ו
 
   

,ݔ)ߤ (ݕ = ଶ݁௬ݔ + ଶݔ
ݕ + ݔ

ଷݕ = ܿ 
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  מסדר ש©ידיפר©ציאליות משוואות  .3
  משוואות לי©אריות .3.1

  
  משוואה מהצורה:

ᇱᇱݕ + ᇱݕ(ݔ)ܲ + ݕ(ݔ)ܳ =  (ݔ)ܴ
  בפיסיקה. ה לעתים קרובות מאודואה זו מופיע. משומשוואה לי©ארית מסדר ש©י©קראת 
  .הומוג©ית לי©אריתמשוואה ©קראת אז המשוואה  R(x)=0כאשר 

  ש©ביאו ללא הוכחה: מסדר ש©י יש©ו משפט חשוב על משוואות לי©אריות
של  הכלליהומוג©ית, אזי הפתרון משוואה הפתרון של ההוא  y2Hהוא פתרון של המשוואה ההומוג©ית, וכן  y1Hאם 

  :הפתרו©ות צירוף לי©יארי של ש©י וג©ית יהיההמשוואה ההומ
ଵுݕܣ +  ଶுݕܤ

  קבועים כלשהם. B - ו Aכאשר 
  הומוג©ית, אזי:- הוא פתרון כלשהו של המשוואה האי YNואם 

ଵுݕܣ + ଶுݕܤ + ேܻ– 
  הומוג©ית.-של המשוואה האי הכללייהיה הפתרון 

  
  בועיםת עם מקדמים קוהומוג©י תולי©ארי משוואות .3.1.1

  
  משוואה מהצורה:

ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ = 0 
  ,םהם מספרים כלשה b -ו aכאשר 
  עם מקדמים קבועים, מסדר ש©י. הומוג©ית לי©ארית משוואה ©קראת
  דוגמא לפתרון משוואה כזו ולאחר מכן ©ביא את הכלל לפתרון משוואות מסוג זה.כעת ©ראה 

  
  :6.1 דוגמא

   אה:המשוואה הדיפר©ציאלית הב פתור את
ᇱᇱݕ + ᇱݕ5 − ݕ6 = 0 

  :6.1פתרון 
  במקרים אלו תמיד ©©חש פתרון מהצורה:

ݕ = ݁ఓ௫ 
 ©גזור את הפתרון:

ᇱݕ =  ఓ௫݁ߤ
ᇱᇱݕ =  ଶ݁ఓ௫ߤ

  , ©קבל:ולאחר הצבת הפתרון ו©גזרותיו במשוואה הדיפר©ציאלית
ଶ݁ఓ௫ߤ + ఓ௫݁ߤ5 − 6݁ఓ௫ = 0 

 או:
ଶߤ + ߤ5 − 6 = 0 

  של המשוואה הדיפר©ציאלית ה©תו©ה בדוגמא. הפולי©ום האפיי©יפולי©ום זה ©קרא 
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  ©חשב את שורשי הפולי©ום:
ଵߤ = 1 
ଶߤ = −6 

  הם פתרו©ות. e-6x -ו exכלומר, 
  ואמ©ם, אם ©ציב במשוואה:

ᇱᇱݕ + ᇱݕ5 − ݕ6 = ݁௫ + 5݁௫ − 6݁௫ = 0 
  פתרון. ex התקבלה זהות ולכן

  :e-6xכן, ©ציב  כמו
ᇱᇱݕ + ᇱݕ5 − ݕ6 = 36݁ି଺௫ − 30݁ି଺௫ − 6݁ି଺௫ = 0 

  הוא פתרון. e-6xגם התקבלה זהות ולכן 
  לפי המשפט ה©"ל, הפתרון הכללי יהיה:

 
  

  ואמ©ם ©ציב ו©ראה שהוא פתרון:
ᇱᇱݕ + ᇱݕ5 − ݕ6 = ௫݁ܣ) + (଺௫ି݁ܤ36 + ௫݁ܣ)5 − (଺௫ି݁ܤ6 − ௫݁ܣ)6 + (଺௫ି݁ܤ = 0 

  
  

  :מהצורה משוואה
ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ = 0 

  הם מספרים כלשהם, b - ו aכאשר 
  הומוג©ית עם מקדמים קבועים, מסדר ש©י. לי©אריתמשוואה ©קראת 

  על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה,
 :©רשום את הפולי©ום האפיי©י של המשוואה

ଶߤ + ߤܽ + ܾ = 0 
ݕמהצבת הפתרון (פולי©ום זה מתקבל כתוצאה  = ݁ఓ௫ (ו©גזרותיו במשוואה 

  ©מצא את שורשי הפולי©ום:
±ߤ = −ܽ ± √ܽଶ − 4ܾ

2  
  מקרים: 3ו©פריד בין 
 מקרה א':

מתקיים:אם   
ܽଶ − 4ܾ > 0 

  
  אז הפתרון הוא מהצורה:

  
  מקרה ב':

  אם מתקיים:
ܽଶ − 4ܾ < 0 

  אי©ם ממשיים) ±ߤכלומר, (

ݕ = ௫݁ܣ +  ଺௫ି݁ܤ

ݕ = ఓశ௫݁ܣ +  ఓష௫݁ܤ
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  ב:במקרה זה ©וכל לכתו

±ߤ = −ܽ ± ݅√4ܾ − ܽଶ
2  

4ܾ√כאשר  − ܽଶ :ממשי חיובי. ואז ©קבל את הפתרון הכללי  
ݕ = ݁ି௔ଶ௫(݁ܣ௜ఘ௫ + ௜ఘି݁ܤ ) 
 

  כאשר:
ߩ = ටܾ − ቀܽ

2ቁ2 
 

  כעת, לפי ©וסחת אוילר:
݁௜௨ = ݏ݋ܿ ݑ + ݅ ݅ݏ  
݁ି௜௨ = ݏ݋ܿ ݑ − ݅ ݊݅ݏ  ݑ

  ולכן:
ݕ = ݁ି௔ଶ௫ሾݏ݋ܿ)ܣ ݔߩ + ݅ ݊݅ݏ ߩ ) + ݏ݋ܿ)ܤ ݔߩ − ݅ ݊݅ݏ )ሿ 
 

  
  :ג'מקרה 

  אם מתקיים:
ܽଶ − 4ܾ = 0 

  שווים זה לזה). ±ߤכלומר, (
 

  לפולי©ום האפיי©י: במקרה זה יש רק פתרון אחד
ߤ = −ܽ

2  
מוג©ית:ולכן ©קבל רק פתרון אחד למשוואה ההו  

ݕ = ௔ଶ௫ି݁ܣ  
  ).של ש©י פתרו©ות צירוף לי©יאריהרי הפתרון הכללי הוא (איך ©קבל את הפתרון הכללי?  אם כך,

  :אלא, ©וכיח שיש©ו פתרון ©וסף
ݕ =  ௔ଶ௫ି݁ݔ

  ואמ©ם:
ᇱݕ = ௔ଶ௫ି݁ݔ ቀ− ܽ

2ቁ + ݁ି௔ଶ௫ = ݁ି௔ଶ௫ ቀ1 − ܽ
2  ቁݔ

ᇱᇱݕ = ቀ− ܽ
2ቁ ݁ି௔ଶ௫ ቀ1 − ܽ

2 ቁݔ + ݁ି௔ଶ௫ ቀ− ܽ
2ቁ = ݁ି௔ଶ௫ ቆ−ܽ + ܽଶ

4  ቇݔ

ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ = ݁ି௔ଶ௫ ቆ−ܽ + ܽଶ
4 ቇݔ + ܽ݁ି௔ଶ௫ ቀ1 − ܽ

2 ቁݔ + ௔ଶ௫ି݁ݔܾ = ݁ି௔ଶ௫ ቆ−ܽ + ܽଶ
4 ݔ + ܽ − ܽଶ

2 ݔ +  ቇݔܾ
  :ומכיוון ש

= ݕ   ݁ି௔ଶ௫ሾ(ܣ + (ܤ ݏ݋ܿ ݔߩ + ܣ)݅ − (ܤ ݊݅ݏ  ሿݔߩ
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ܾ = ܽଶ
4  

  .0 -, ומקבלים שהמשוואה ה©"ל שווה להביטוי שבסוגריים מתאפס
 :צירוף לי©יארי של ש©י הפתרו©ות ה©"ל יהיה הכלליומכאן שהפתרון 

 
  

  :6.2דוגמא 
  פתרון של המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה:מצא 

݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ݕ݀

ݔ݀ − ݕ6 = 0 
  :6.2פתרון 
  ©ציב:

ݕ = ݁௠௫ 
  :הפולי©ום האפיי©י

݉ଶ + ݉ − 6 = 0 
  :שורשיו

݉ଵ = 2,     ݉ଶ = −3 
  הוא:הכללי ולכן הפתרון זהו מקרה א', 

 
  

  :6.3דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

݀ଷݕ
ଷݔ݀ − ݀ଶݕ

ଶݔ݀ − 12 ݕ݀
ݔ݀ = 0 

  :6.3פתרון 
  ת באותה דרך, כלומר:, ו©פתר3משוואה לי©ארית הומוג©ית מסדר  זו

  ©ציב:
ݕ = ݁௠௫ 

  הפולי©ום האפיי©י:
݉ଷ − ݉ଶ − 12݉ = 0 
݉(݉ଶ − ݉ − 12) = 0 

  שורשיו:
݉ଵ = 0,     ݉ଶ = −3,     ݉ଷ = 4 

  הוא: הכללי ולכן הפתרוןזהו מקרה א', 
 

  :6.4דוגמא 
  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את

݀ଶݕ
ଶݔ݀ − 2 ݕ݀

ݔ݀ + ݕ = 0 
  :6.4פתרון 

ݕ = ௔ଶ௫ି݁ܣ +  ௔ଶ௫ି݁ݔܤ

ݕ = ܿଵ݁ଶ௫ + ܿଶ݁ିଷ௫ 

ݕ = ܿଵ + ܿଶ݁ିଷ௫ + ܿଷ݁ସ௫ 
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  ©ציב:
ݕ = ݁௠௫ 

 הפולי©ום האפיי©י:
݉ଶ − 2݉ + 1 = 0 
(݉ − 1)ଶ = 0 

  שורשיו:
݉ଵ,ଶ = 1 
 

  ולכן הפתרון הכללי הוא:זהו מקרה ג', 
 

  
  :6.5דוגמא 

  המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: פתור את
݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ݕ݀

ݔ݀ + ݕ = 0 
  :6.5פתרון 
 ©ציב:

ݕ = ݁௠௫ 
  הפולי©ום האפיי©י:

݉ଶ + ݉ + 1 = 0 
  שורשיו:

݉ଵ,ଶ = −1 ± √1 − 4
2 = −1 ± ݅√3

2  
 זהו מקרה ב' ולכן הפתרון הכללי הוא:

ݕ = ଵଶ௫ା௜√ଷଶି݁ܣ ௫ + ଵଶ௫ି௜√ଷଶି݁ܤ ௫ 
ݕ     = ݁ିଵଶ௫ ቆ݁ܣ௜√ଷଶ ௫ + ௜√ଷଶି݁ܤ ௫ቇ 

ݕ     = ݁ିଵଶ௫ ቈܣ ቆܿݏ݋ √3
2 ݔ + ݅ ݊݅ݏ √3

2 ቇݔ + ܤ ቆܿݏ݋ √3
2 ݔ − ݅ ݊݅ݏ √3

2  ቇ቉ݔ

ݕ     = ݁ିଵଶ௫ ቈ(ܣ + (ܤ ݏ݋ܿ √3
2 ݔ + ܣ)݅ − (ܤ ݊݅ݏ √3

2  ቉ݔ
 

  
  

  :6.6דוגמא 
  של המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: הכללי פתרוןה את מצא

(ସ)ݕ − ᇱᇱݕ8 + ݕ16 = 0 
  :6.6פתרון 
  ©ציב:

ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁ݔ௫ 

ݕ     = ݁ିଵଶ௫ ቈܣ′ ݏ݋ܿ √3
2 ݔ + ′ܤ݅ ݊݅ݏ √3

2  ቉ݔ
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ݕ = ݁௠௫ 
   הפולי©ום האפיי©י:

݉ସ − 8݉ଶ + 16 = 0 
(݉ଶ − 4)ଶ = 0 

  שורשיו:
݉ଵ,ଶ = 2,     ݉ଷ,ସ = −2 

  הפתרון הכללי יהיה: זהו שילוב של מקרים א',ב' ולכן
 

  
  :6.7דוגמא 

   של המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה: הכללי פתרוןאת המצא 
݀ଷݕ
ଷݔ݀ − 9 ݀ଶݕ

ଶݔ݀ + 27 ݕ݀
ݔ݀ − ݕ27 = 0 

  :הפולי©ום האפיי©י
  

(݉ − 3)ଷ = 0 
  שורשיו:

݉ଵ,ଶ,ଷ = 3 
  

  הפתרון הכללי יהיה: זהו מקרה ב', ולכן
 

  
  ©ראה עתה דוגמא פיסיקלית למשוואה לי©ארית הומוג©ית עם מקדמים קבועים:

  
 :6.8דוגמא 

  
כפו©קציה  קומו של הגוףי©כי. מצא את מבקצה קפיץ א מת©ודד mמסה גוף בעל 
  של הזמן.

  
  :6.8פתרון 

  
הוא  k, כאשר ky-הוא  mאת ההעתק של המסה מ©קודת שיווי המשקל. ©זכור שהכח המחזיר על המסה  y - ©ציין ב

  ) מציין שהכח וההעתק הם בכיוו©ים הפוכים.- קבוע הקפיץ, והסימן (
  אזי, מהחוק הש©י של ©יוטון ©קבל:

݉ ݀ଶݕ
ଶݐ݀ =  ݕ݇−

  :או ©סמן
݀ଶݕ
ଶݐ݀ + ݇

݉ ݕ = 0 

6 6 6 
 שיווי משקל

 
  y 

ݕ = ܿଵ݁ଶ௫ + ܿଶ݁ݔଶ௫ + ܿଷ݁ିଶ௫ + ܿସି݁ݔଶ௫ 

ݕ = ଷ௫݁ܣ + ଷ௫݁ݔܤ +  ଶ݁ଷ௫ݔܥ
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  זו משוואה לי©ארית הומוג©ית.
  :©סמן

߱ଶ = ݇
݉ 

  ואז ©קבל:
݀ଶݕ
ଶݐ݀ + ߱ଶݕ = 0 

  ©©יח פתרון:
ݕ = ݁ఓ௫ 

  הפולי©ום האפיי©י:
ଶߤ + ߱ଶ = 0 

  שורשיו:
ߤ = ±݅߱ 

  ולכן הפתרון הכללי:
ݕ = ௜ఠ௧݁ܣ + ௜ఠି݁ܤ  

 
  קבועים שרירותיים. B1 - ו A1כאשר 
  ©ציב:

ଵܣ = ܿ ݏ݋ܿ  ߛ
ଵܤ = ܿ ݊݅ݏ  ߛ

  ו©קבל:
 
 

הדיפר©ציאלית  משוואההכלומר, זו משוואת הת©ועה של הגוף. גוף המקיים משוואת ת©ועה כזו, או המקיים את 
 .ת©ועה הרמו©ית©ע בה©תו©ה, 

  .למצוא פתרון מסויים ה מסויימים על מ©ת. ©©יח עתה ת©אי התחלהבעיהזהו הפתרון הכללי של 
  בפתאומיות. ס"מ מתחת לשיווי משקל, ואז ©עזב 10 ©©יח שהגוף הוחזק

  במצב שיווי משקל). t=0 y=-10 )y=0 - כלומר ב
  כמו כן,

מהירות הגוף = ݕ݀
ฬݐ݀

0=ݐ
= 0 

  :ואז ©קבל מתוך
ݕ = ଵܣ ݊݅ݏ ݐ߱ + ଵܤ ݏ݋ܿ ߱  
ݕ݀
ݐ݀ = ଵ߱ܣ ݏ݋ܿ ݐ߱ − ଵ߱ܤ ݊݅ݏ  ݐ߱
−10 = ଵܣ ∙ 0 + ଵܤ ∙ 1 
0 = ଵ߱ܣ ∙ 1 − ଵ߱ܤ ∙ 0 
ଵܣ = 0 
ଵܤ = −10 

y = Aଵ sin ωt + Bଵ cos ωt 

ݕ = ݐ߱)ܿ +  (ߛ
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  ומכאן שהפתרון המסויים לבעיה ה©"ל יהיה:
 

, אז פעם ל©וע החל הגוףאם ת. המשוואה האחרו©ה אומרת שהבעיה שפתר©ו זה עתה אי©ה ריאלית מבחי©ה מעשי
במציאות הת©ודות יחלו לדעוך עד שהמערכת ©כון.  לאודאי וב מעלה ומטה לעולם. זה ד בת©ודותיותמיי אהו

  .החיכוךשהז©ח©ו את  כךב יסיקליות לבין התשובה המתמטית היאההתאמה בין העובדות הפ-תעצר. הסיבה לאי
בפיסיקה שיש©ו כח מחזיר שהוא פרופורציו©לי ה©חה מתקבלת על הדעת עבור בעיה זו ועבור בעיות רבות דומות 

  למהירות הגוף.
  -©סמן כח זה ב

−݈ ݕ݀
ݐ݀  

݈כאשר  > 0.  
  ואז חוק ©יוטון הש©י יהיה: .בכיוון מ©וגד למהירותכוח זה הוא 

݉ ݀ଶݕ
ଶݐ݀ = ݕ݇− − ݈ ݕ݀

ݐ݀          /: ݉ 
݀ଶݕ
ଶݐ݀ + ݈

݉
ݕ݀
ݐ݀ + ݇

݉ ݕ = 0 
  ©סמן:

߱ଶ = ݇
݉ 

2ܾ = ݈
݉ 

  ו©קבל משוואה לי©ארית הומוג©ית עם מקדמים קבועים:
݀ଶݕ
ଶݐ݀ + 2ܾ ݕ݀

ݐ݀ + ߱ଶݕ = 0 
  ©פתור את המשוואה:

ଶߤ + ߤ2ܾ + ߱ଶ = 0 
ߤ = −ܾ ± ඥܾଶ − ߱ଶ 

  , ו©ית©ים להם השמות הבאים:ωଶ - ל b2 ביןביחס ש ותסוגי תשובות לבעיה, התלוי השלוש כעת יש
ଶܾ) כאשר: over-dampedמרוס©ת (ת©ועה  > ߱ଶ  
ଶܾ: כאשר )critically dampedקריטית (ת©ועה  = ߱ଶ  
ଶܾ: כאשר )under-dampedבלתי מרוס©ת (ת©ועה  < ߱ଶ  

  
  ©דון בכל מקרה ב©פרד:

  ה מרוס©תת©וע
ଶܾ -ש היות > ߱ଶ  אזי√ܾଶ − ߱ଶ ממשי וקטן מ - b אזי ש©י השורשים של .μ :שליליים  

ଵߣ = ଵߤ− = ܾ + ඥܾଶ − ߱ଶ 
ଶߣ = ଶߤ− = ܾ − ඥܾଶ − ߱ଶ 

  והפתרון הכללי הוא:
  
  

ݕ = −10 ݏ݋ܿ  ݐ߱

ݕ = ఒభ௧ି݁ܣ +  ఒమ௧ି݁ܤ
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הולך וקטן עם הזמן, ואין כלל ת©ועה מחזורית (כח החיכוך המחזיר מבטל את  y ©יתן לראות בפתרון,כפי ש
  .)השפעת הכח ההרמו©י

  
  קריטית ה©ועת

ܾכאשר  =   ש©י פתרו©ות שווים: ©םיש ߱
ଵߤ = ଶߤ = −ܾ 

  ואז הפתרון הכללי הוא:
ݕ = ௕ି݁ܣ + ݐܤ ି௕௧ 
 
 

  .וי משקל ולא לת©ועה מחזוריתלשיו הוא חוזרלכח חיכוך מחזיר גדול, ולכן  ©תון בש©י המקרים ה©"ל, הגוף
  

  מרוס©ת-ת©ועה בלתי
ଶܾכאשר  < ߱ଶ זי א√ܾଶ − ߱ଶ  ߚהוא מדומה. ©סמן = √߱ଶ − ܾଶ  ߚ݅ממשי, אזי = √ܾଶ − ߱ଶ:ואז השורשים הם ,  

ଵ,ଶߤ = −ܾ ±  ߚ݅
  כלומר, הפתרון יהיה:

ݕ = ܿଵ݁(ି௕ା௜ఉ)௧ + ܿଶ݁(௕ା௜ఉ)௧  
ݕ = ݁ି௕ ଵܣ) ݊݅ݏ ݐߚ + ଶܣ ݏ݋ܿ  (ݐߚ
 

  
קט©ות ו הולכות האוסצילציות ௕௧ି݁. בגלל המקדם למה שא©ו יודעים שבד"כ קורה לגוף זו היא בהתאם תוצאה

  באמפליטודה עם הזמן.
ߚכמו כן ©שים לב שהתדירות  = √߱ଶ − ܾଶ .היא  פחות מהתדירות של האוסילטור החופשי  

 ת למספר רב של בעיות בפיסיקה, כגון:ומושישי בפרק זה ד©ו ןבה המשוואות הדיפר©ציאליותראוי לציין ש
כמו (של מב©ים  ת©ודות ),מחט של מכשיר מדידהכמו מטוטלת קולן ו( בקפיץ ויברציות מכ©יות מחוץ לגוף הקשור

  חשמל.בעיות ו ת©ודות האטום בגביש), מטוסיםו גשרים
  

 משוואות לי©אריות לא הומוג©יות עם מקדמים קבועים .3.1.2
  

למשוואה  מסוייםפתרון  למצוא לי של המשוואה ההומוג©ית. בפרק זה ©למדהפתרון הכל למד©ו למצוא אתכבר 
שהרי, סכום הפתרון הכללי של  .של המשוואה הלא הומוג©ית ©וכל לקבל את הפתרון הכללי וכך הלא הומוג©ית

הומוג©ית, רון מסויים של המשוואה הלא הומוג©ית מהווה פתרון כללי למשוואה הלא תהמשוואה ההומוג©ית ופ
  לפי משפט שהובא לעיל.

   

ݕ = ܣ) +  ௕௧ି݁(ݐܤ

ݕ = ܿ݁ି௕௧ ݐߚ)݊݅ݏ +  (ߛ
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  משוואה מהצורה:

ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ =  (ݔ)݂
(ݔ)݂הם מספרים כלשהם,  b - ו aכאשר  ≠ 0,  

  לא הומוג©ית עם מקדמים קבועים, מסדר ש©י. לי©אריתמשוואה ©קראת 
  למשוואה הלא הומוג©ית. ביא מספר שיטות למציאת פתרון מסויים©
  

  רציהשיטת האי©טג-א'שיטה 
  

  ©רשום את המשוואה באופן הבא:
ଶܦ) + ܦܽ + ݕ(ܾ =  (ݔ)݂

  לגורמים: ©פרק את הפולי©ום
(D + ܿଵ)(ܦ + ܿଶ)ݕ =  (ݔ)݂

  
 :y-, במקום אחד הגורמים המוכפל בuו©ציב משת©ה חדש, 

(D + ܿଵ)ݑ =  (ݔ)݂
  בעזרת גורם אי©טגרציה. uעבור  אשר ©פתור אותה לי©אריתמשוואה  ©קבל
  חזרה בפתרון שהתקבל: ©ציב

ܦ) + ܿଶ)ݕ =  ݑ
  בעזרת גורם אי©טגרציה. yאשר ©פתור אותה עבור  לי©אריתושוב ©קבל משוואה 

  
לא הומוג©ית עם מקדמים  לי©אריתהערה: יתרו©ות שיטת האי©טגרציה הן הפשטות שבה והתאמתה לכל משוואה 

  אשר שיטות אחרות.עבודה יותר מ היא ארוכה ודורשתש חסרו©ה הוא בכך. אולם, קבועים מסדר ש©י
  

  :6.9דוגמא 
 :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה פתור את

ᇱᇱݕ + ᇱݕ − ݕ2 = ݁௫ 
  :6.9פתרון 

  :כתוב©
ଶܦ) + ܦ − ݕ(2 = ݁௫ 

  :או
ܦ) − ܦ)(1 + ݕ(2 = ݁௫ 

  ©ציב:
ݑ = ܦ) +  ݕ(2

  :uעבור  מסדר ראשון לי©ארית משוואה דיפר©ציאלית קבל©ו
ܦ) − ݑ(1 = ݁௫ 

  :או
ݑ݀
ݔ݀ − ݑ = ݁௫ 
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  כלומר, הפתרון יהיה:
ݑ = ݁ିூ න ܳ݁ூ݀ݔ + ܿ݁ିூ  

  כאשר:
ܫ = න  ݔ݀ܲ

  :וכאשר
ܳ = ݁௫  
ܲ = −1 

  :אם כן
ܫ = න(−1)݀ݔ =  ݔ−
ݑ = ݁௫ න ݁௫݁ି௫݀ݔ + ܿଵ݁௫ 
ݑ  = ݁௫ݔ + ܿଵ݁௫ 

  , ו©קבל:uעבור  ©ציב את הפתרון עתכ
݁௫ݔ + ܿଵ݁௫ = ܦ) +  ݕ(2

  :yקיבל©ו משוואה לי©ארית מסדר ראשון עבור 
ݕ݀
ݔ݀ + ݕ2 = ݁௫ݔ + ܿଵ݁௫  
ܲ = 2 
ܳ = ݁௫ݔ + ܿଵ݁௫ 
ܫ = න ݔ݀ܲ =  ݔ2
ݕ = ݁ିூ න ܳ݁ூ݀ݔ + ܿଶ݁ିூ  
ݕ  = ݁ିଶ௫ න(݁௫ݔ + ܿଵ݁௫)݁ଶ௫݀ݔ + ܿଶ݁ିଶ௫ 
ݕ  = ݁ିଶ௫ න(݁ଷ௫ݔ + ܿଵ݁ଷ௫)݀ݔ + ܿଶ݁ିଶ௫ 
ݕ  = ݁ିଶ௫ ቀଵ

ଷ ଷ௫݁ݔ − ଵ
ଷ ݁ଷ௫ + ଵ

ଷ ܿଵ݁ଷ௫ቁ + ܿଶ݁ିଶ௫  
 והפתרון הוא:

 
  
  

מוג©ית (ש©י ההוהמשוואה ת הפתרון של א של המשוואה הלא הומוג©ית הכולל בתוכו זהו הפתרון הכללי
  הומוג©ית (המחובר הראשון).משוואה הלא של ה פתרון מסויים המחוברים האחרו©ים) וכן

   

ݕ = 1
3 ௫݁ݔ + ܿଵ∗݁௫ + ܿଶ݁ିଶ௫ 



 ]45 [ 
 

  
  

  שוואת המקדמיםשיטת ה- 'בשיטה 
  

  מהצורה:תן משוואה ©בהי
ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ =  (ݔ)݂

  
  .לפי הטבלה בהמשך* ©גזרותיוו של אגף ימין לי©אריתפתרון שהוא קומבי©ציה  ©בחר כפתרון מסויים

  .לי©אריתכעת ©ותר למצוא את ערכי הפרמטרים המשתתפים בקומבי©ציה ה
  ©ציב את הפתרון ואת ©גזרותיו באגף שמאל של המשוואה הדיפר©ציאלית.

©שווה את מקדמי הביטויים באגף שמאל עם מקדמי הביטויים באגף ימין וכך ©מצא את ערכי הפרמטרים 
  ה©דרשים.

  
להעיר כי אם אגף ימין של המשוואה כולל בתוכו פתרון למשוואה ההומוג©ית המתאימה, אז הצורה של  חשוב

בחזקת המספר הטבעי המי©ימלי כך שהצורה כבר  x-הפתרון הפרטי תהיה בהתאם לטבלה הבאה אבל מוכפלת ב
  לא מהווה פתרון למשוואה ההומוג©ית.

  
  הבאה: בחירת צורת הפתרון הפרטי מתבצעת לפי הטבלה*

  את הפו©קציה הבאה: אז ©בחר כפתרון מסויים  אם הפו©קציה באגף ימין היא מהצורה:
(ݔ)݂   nפולי©ום ממעלה  = ௡ܲ(ݔ)  פולי©ום ממעלהn   ݕே = ܳ௡(ݔ) 

פו©קציה 
  אקספו©©ציאלית

(ݔ)݂ =   ית פו©קציה מעריכ ஻௫݁ܣ
  (עם אותו מעריך כמו אגף ימין)

ேݕ = ܽ݁஻௫ 

(ݔ)݂  פו©קציה טריגו©ומטרית  = ݔܤ݊݅ݏܣ +   פו©קציה טריגו©ומטרית ݔܤ݊݅ݏܥ
כמו  xמקדם של (עם אותו 

  )באגף ימין
ேݕ = ݔܤ݊݅ݏܽ +  ݔܤ݊݅ݏܿ

  
את הפתרון הכללי של המשוואה  שיטה זו משמשת רק למציאת הפתרון הפרטי של המשוואה ההומוג©ית.הערה: 

זו שיטה קלה אך חסרו©ה בכך שהיא לא מתאימה לכל סוג של  רא©ו לעיל.ים לפי השיטה שהמוצאההומוג©ית 
  .או מכפלה בי©יהן משוואות אלא רק לכאלו שאגף ימין הוא מהצורה המובאת בטבלה לעיל

 ©קציהבפו הוא אי©סופי, כמו למשל מופיעה פו©קציה שמספר ה©גזרות שלה באגף ימין אי©ה יעילה כאשרהשיטה 
tan   .ݔ

  
  :לשימוש בטבלה דוגמאות

  
  אם המשוואה היא מהצורה:  .א

ଶܦ) + ܦܽ + ݕ(ܾ =  ଷݔ2
  :©בחר כפתרון מסוייםאז 

ேݕ = ଷݔܽ + ଶݔܾ + ݔܿ + ݀ 
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  אם המשוואה היא מהצורה:  .ב
ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ = ݁௫ + ݁ଷ௫ 

  :אז ©בחר כפתרון מסויים
ேݕ = ௫݁ܣ +  ଷ௫݁ܤ

 
  אם המשוואה היא מהצורה:  .ג

ᇱᇱݕ + ᇱݕܽ + ݕܾ =  ݔ3ݏ݋2ܿ
 אז ©בחר כפתרון מסויים:

ேݕ = ܣ ݏ݋ܿ ݔ3 + ܤ ݊݅ݏ  ݔ3
  

  :6.10דוגמא 
 :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה פתור את

ᇱᇱݕ + ᇱݕ − ݕ2 = ଶݔ −  ݔ
  :6.10פתרון 

  :המתאימה ההומוג©יתראשית ©פתור את המשוואה 
ᇱᇱݕ + ᇱݕ − ݕ2 = 0 

  הפולי©ום האופיי©י:
݉ଶ + ݉ − 2 = 0 
(݉ − 1)(݉ + 2) = 0 

  שורשיו:
݉ଵ = 1,     ݉ଶ = −2 

  הפתרון הכללי של המשוואה ההומוג©ית:
ுݕ = ௫݁ܣ +  ଶ௫ି݁ܤ

  כעת ©מצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוג©ית.
  יהאגף ימין של המשוואה ה©תו©ה הוא פולי©ום ממעלה ש©

  :היא הומוג©יתצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא ©©יח שולכן 
ேݕ = ଶݔܣ + ݔܤ +  ܥ

  :©גזור את הפתרון
′ேݕ = ݔܣ2 +  ܤ
′′ேݕ =  ܣ2

  ©ציב את הפתרון ואת ©גזרותיו במשוואה ה©תו©ה:
ܣ2 + ݔܣ2) + (ܤ − ଶݔܣ2 − ݔܤ2 − 2ܿ = ଶݔ −  ݔ

  
  ת השו©ות בש©י אגפי המשוואה:©שווה בין מקדמי כל אחת מהפו©קציו

  
  :ଶݔמקדמי 

ܣ2− = 1 
  :ଵݔמקדמי 

ܣ2 − ܤ2 = −1 
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  :଴ݔמקדמי 
 
ܣ2 + ܤ − ܥ2 = 0 

 ©קבל את ערכי הפרמטרים:
ܣ = − 1

2 ܤ     , = ܥ     ,0 = − 1
2 

  :הוא ולכן הפתרון המסויים
ேݕ = − 1

2 ଶݔ) + 1) 
  והפתרון הכללי:

 
  

  :6.11דוגמא 
  

 :ה הדיפר©ציאלית הבאההמשווא פתור את
  

݀ଶݕ
ଶݔ݀ − 3 ݕ݀

ݔ݀ + ݕ2 = ଶݔ + ݊݅ݏ  
  :6.11 פתרון

  
  :המתאימה משוואה ההומוג©יתראשית ©פתור את ה

݀ଶݕ
ଶݔ݀ − 3 ݕ݀

ݔ݀ + ݕ2 = 0 
  הפולי©ום האופיי©י:

݉ଶ − 3݉ + 2 = 0 
  שורשיו:

݉ଵ = 2,     ݉ଶ = 1 
  ההומוג©ית: וואההכללי של המש פתרוןה

ுݕ = ଶ௫݁ܣ + ௫݁ܤ  
  כעת ©מצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוג©ית.

  אגף ימין של המשוואה ה©תו©ה הוא סכום של פולי©ום ממעלה ש©יה ופו©קציה טריגו©ומטרית
  :היא הומוג©יתצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא ©©יח שולכן 

ேݕ = ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ + ݀ ݊݅ݏ ݔ + ݁ ݏ݋ܿ  ݔ
  :©גזור את הפתרון

′ேݕ = ݔ2ܽ + ܾ + ݀ ݏ݋ܿ ݔ − ݁ ݊݅ݏ  ݔ
′′ேݕ = 2ܽ − ݀ ݊݅ݏ ݔ − ݁ ݏ݋ܿ  ݔ

  ©ציב את הפתרון ואת ©גזרותיו במשוואה ה©תו©ה:
2ܽ − ݀ ݊݅ݏ ݔ − ݁ ݏ݋ܿ ݔ − ݔ2ܽ)3 + ܾ + ݀ ݏ݋ܿ ݔ − ݁ ݊݅ݏ (ݔ + ଶݔܽ)2 + ݔܾ + ܿ + ݀ ݊݅ݏ ݔ + ݁ ݏ݋ܿ (ݔ = ଶݔ + ݊݅ݏ  ݔ

  
  ©שווה בין מקדמי כל אחת מהפו©קציות השו©ות בש©י אגפי המשוואה:

ݕ = ௫݁ܣ + ଶ௫ି݁ܤ − 1
2 ଶݔ) + 1) 
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  :ଶݔמקדמי 

2ܽ = 1 
  :ଵݔמקדמי 

−6ܽ + 2ܾ = 0 
  :଴ݔמקדמי 

2ܽ − 3ܾ + 2ܿ = 0 
  :ݔ݊݅ݏמקדמי 

݀ + 3݁ = 1 
  :ݔݏ݋ܿמקדמי 

−݁ − 3݀ = 0 
פרמטרים:©קבל את ערכי ה  

ܽ = 1
2 

ܾ = 3ܽ = 3
2 

2ܿ = 3ܾ − 2ܽ = 9
2 − 2

2 = 7
2      ⟹      ܿ = 7

4 
݀ = 3݁ − 1 
−݁ − 3(3݁ − 1) = 0 
−10݁ = −3 
݁ = 3

10 
݀ = 3 ∙ 3

10 − 1 = 9
10 − 1 = − 1

10 
  :ולכן הפתרון המסויים הוא

ேݕ = 1
2 ଶݔ + 3

2 ݔ + 7
4 − 1

10 ݊݅ݏ ݔ + 3
10 ݏ݋ܿ  ݔ

ן הכללי:והפתרו  
 

  
  

ואז צורתו אי©ה  ביטוי שהוא פתרון של המשוואה ההומוג©ית, מופיע ©ראה כעת דוגמא למצב שבו באגף ימין
, x2-או ב x-) ולכן יש להכפילו ב0הצבתו באגף שמאל ©ות©ת  שכן( מתאימה להיות פתרון למשוואה הלא הומוג©ית

  כפי שהוזכר לעיל.
  

  :6.12דוגמא 
  :©ציאלית הבאההמשוואה הדיפר פתור את

݀ଶݕ
ଶݔ݀ − 3 ݕ݀

ݔ݀ + ݕ2 = ݁ଶ௫ 
  :6.12פתרון 

  :המתאימה (מהתרגיל הקודם) ההומוג©ית©רשום את פתרון המשוואה 

ݕ = ଶ௫݁ܣ + ௫݁ܤ + 1
2 ଶݔ + 3

2 ݔ + 7
4 − 1

10 ݊݅ݏ ݔ + 3
10 ݏ݋ܿ  ݔ
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ுݕ = ௫݁ܣ +  ଶ௫݁ܤ
  מסויים:אם ©בחר כפתרון  כעת,

ݕ =  ଶ௫݁ܥ
בל אפס, ובאגף ימין יש©ו ביטוי באגף שמאל ©ק שכן .©קבל סתירהו©גזור אותו ו©ציב במשוואה הדיפר©ציאלית, 

  :x-י©ו להכפיל במאפס. לכן על השו©ה
ேݕ =  ଶ௫݁ݔܥ

  :©גזור את הפתרון
ݑ݀
ݔ݀ = ܿ݁ଶ௫ + ݔ2ܿ ଶ௫  
݀ଶݑ
ଶݔ݀ = 2ܿ݁ଶ௫ + 2ܿ݁ଶ௫ + ݔ4ܿ ଶ௫ = 4ܿ݁ଶ௫ +  ଶ௫݁ݔ4ܿ

  גזרותיו במשוואה ה©תו©ה:©ציב את הפתרון ואת ©
 
4ܿ݁ଶ௫ + ଶ௫݁ݔ4ܿ − 3 ܿ݁ଶ௫ − ଶ௫݁ݔ6ܿ + ଶ௫݁ݔ2ܿ = ݁ଶ௫ 

  ©שווה בין מקדמי כל אחת מהפו©קציות השו©ות בש©י אגפי המשוואה:
  :ଶ௫݁מקדמי 

ܿ = 1 
  :ולכן הפתרון המסויים הוא

ேݕ =  ଶ௫݁ݔ
 

  :והפתרון הכללי
ݕ    = ௫݁ܣ + ଶ௫݁ܤ +  ଶ௫݁ݔ
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  :6.13דוגמא 

 :המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה פתור את
݀ଶݕ
ଶݔ݀ − 5 ݕ݀

ݔ݀ + ݕ6 = ݁ଶ௫ +  ଶݔ2
  :6.13 פתרון

  
  :המתאימה משוואה ההומוג©יתראשית ©פתור את ה

݀ଶݕ
ଶݔ݀ − 5 ݕ݀

ݔ݀ + ݕ6 = 0 
  הפולי©ום האופיי©י:

ଶߙ − ߙ5 + 6 = 0 
ߙ) − ߙ)(3 − 2) = 0 

  שורשיו:
݉ଵ = 2,     ݉ଶ = 3 

  ההומוג©ית: הכללי של המשוואה פתרוןה
ுݕ = ଶ௫݁ܣ +  ଷ௫݁ܤ

  כעת ©מצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוג©ית.
  אגף ימין של המשוואה ה©תו©ה הוא סכום של פולי©ום ממעלה ש©יה ופו©קציה מעריכית

  :היא הומוג©יתצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא ©©יח שולכן 
ேݕ = ଶ௫݁ݔߙ + ଶݔߚ + ݔߛ +  ߜ

  :©גזור את הפתרון
ேݕ݀
ݔ݀ = ଶ௫݁ߙ + ݔߙ2 ଶ௫ + ݔߚ2 +  ߛ

݀ଶݕே
ଶݔ݀ = ଶ௫݁ߙ2 + ଶ௫݁ߙ2 + ݔߙ4 ଶ௫ +  ߚ2

  ©ציב את הפתרון ואת ©גזרותיו במשוואה ה©תו©ה:
ଶ௫݁ߙ + ଶ௫݁ߙ2 + ଶ௫݁ݔߙ4 + ߚ2 − ଶ௫݁ߙ5 − ݔߙ10 ଶ௫ − ݔߚ10 − ߛ5 + ଶ௫݁ݔߙ6 + ଶݔߚ6 + ݔߛ6 + ߜ6 = ݁ଶ௫ +  ଶݔ2

  ©שווה בין מקדמי כל אחת מהפו©קציות השו©ות בש©י אגפי המשוואה:
  :ଶ௫݁מקדמי 

  
ߙ− = 1 

  :ଶݔמקדמי 
 
ߚ6 = 2 
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  :ଵݔמקדמי 
 
ߚ10− + ߚ6 + ߛ6 = 0 

  :଴ݔמקדמי 
 
ߚ2 − ߛ5 + ߜ6 = 0 

ת ערכי הפרמטרים:©קבל א  
ߙ = −1 

ߚ = 1
3 

ߛ = 4
3 ∙ 6 = 2

9 

ߜ = − 23 + 1096 = 4
9 ∙ 6 = 2

27 
  :ולכן הפתרון המסויים הוא

ேݕ = ଶ௫݁ݔ− + 1
3 ଶݔ + 2

9 ݔ + 2
27 

  כללי:הפתרון וה

ݕ = ଶ௫݁ܣ + ଷ௫݁ܤ − ଶ௫݁ݔ + 1
3 ଶݔ + 2

9 ݔ + 2
27 

  
  :6.14דוגמא 

  
  ח חיצו©י. קיבל©ו ת©ועה מרוס©ת של אוסילטור.וללא כ גוף המת©ודדטיפל©ו ב בה 6.8דוגמא תה ל©חזור ע

. זאת אומרת, שעלי©ו לפתור משוואה ו©י הפועל על הגוףוח מחזורי חיצ©דון עתה בת©ודות ה©"ל כאשר יש©ו כ
  :tפו©קציה של יש©ה באגף ימין  כאשר דיפר©ציאלית לא הומוג©ית,

݀ଶݕ
ଶݔ݀ + 2ܾ ݕ݀

ݔ݀ + ߱ଶݕ = ܨ ݊݅ݏ  ݐ′߱
  :6.14פתרון 
  .∞ -לשואף  t כאשרהומוג©ית, השואף לאפס משוואה היכלול פתרון של ה המשוואה פתרון
  ח המחזורי. והפתרון יכלול גם פתרון מיוחד שאי©ו שואף לאפס, בגלל הכ ,אולם

  :היא הומוג©ית©©יח שצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא 
ேݕ = ܣ ݊݅ݏ ݐ′߱ + ܤ ݏ݋ܿ  ݐ′߱

  ©גזור את הפתרון, ©ציב במשוואה ה©תו©ה ו©קבל:
ᇱଶ߱ܣ− ݊݅ݏ ߱ᇱݐ − ᇱଶ߱ܤ ݏ݋ܿ ߱ᇱݐ + ܣ2ܾ ᇱ ݏ݋ܿ ߱ᇱݐ − ᇱ߱ܤ2ܾ ݊݅ݏ ߱ᇱݐ + ߱ଶܣ ݊݅ݏ ߱ᇱݐ + ߱ଶܤ ݏ݋ܿ ߱ᇱݐ = ܨ ݊݅ݏ ߱ᇱݐ 

  
  ©שווה בין מקדמי כל אחת מהפו©קציות השו©ות בש©י אגפי המשוואה:
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݊݅ݏמקדמי  ᇱݐ:  
 
ᇱଶ߱ܣ− − 2ܾ߱ᇱܤ + ߱ଶܣ =  ܨ

ݏ݋ܿמקדמי  ߱ᇱݐ:  
 
ᇱଶ߱ܤ− + ᇱ߱ܣ2ܾ + ߱ଶܤ = 0 
ଶ߱)ܤ − ߱′ଶ) =  ′߱ܣ2ܾ−
ܤ = − ᇱ߱ܣ2ܾ

߱ଶ − ߱ᇱଶ 
ᇱଶ߱ܣ− + 2ܾ߱ᇱ ܣ2ܾ ᇱ

߱ଶ − ߱ᇱଶ + ߱ଶܣ =  ܨ

ܣ ቆ−߱ᇱଶ + 4ܾଶ߱ᇱଶ
߱ଶ − ߱ᇱଶ + ߱ଶቇ =  ܨ

ܣ −߱ᇱଶ߱ଶ + ߱ᇱସ + 4ܾଶ߱ᇱଶ + ߱ସ − ߱ᇱଶ߱ଶ
߱ଶ − ߱ᇱଶ =  ܨ

ܣ ൫߱ଶ − ߱ᇱଶ൯ଶ + 4ܾଶ߱ᇱଶ
߱ଶ − ߱ᇱଶ =  ܨ

 ©קבל את ערכי הפרמטרים:
ܣ = ൫߱ଶܨ − ߱ᇱଶ൯

൫߱ଶ − ߱ᇱଶ൯ଶ + 4ܾଶ߱ᇱଶ 

ܤ = −2ܾ߱ᇱܨ
൫߱ଶ − ߱ᇱଶ൯ଶ + 4ܾଶ߱ᇱଶ 

  :ולכן הפתרון המסויים הוא
 
ேݕ = ܨ

൫߱ଶ − ߱ᇱଶ൯ଶ + 4ܾଶ߱ᇱଶ ൣ൫߱ଶ − ߱ᇱଶ൯ ݊݅ݏ ߱ᇱݐ − 2ܾ߱ᇱ ݏ݋ܿ  ൧ݐ′߱
  ©סמן:

ݏ݋ܿ ߶ = ߱ଶ − ߱ᇱଶ 
݊݅ݏ ߶ = 2ܾ߱ᇱ 

  ו©קבל:
 

  
  כאשר:

݊ܽݐ ߶ = 2ܾ߱ᇱ
߱ଶ − ߱ᇱଶ 

  
ݐ, שכן כאשר המצב היציבזהו פתרון  → בתדירות  , המערכת ת©ועלאחר זמןשתרון ז©יח. זאת אומרת, שאר הפ ∞

  .′ωהכח המחזורי 
 
 

ேݕ = ܨ
൫߱ଶ − ߱ᇱଶ൯ଶ + 4ܾଶ߱ᇱଶ ݐᇱ߱)݊݅ݏ − ߶) 
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  ות מסדר ש©ימיוחדמשוואות  .3.2

  
גם צורות אחרות  ם היא השכיחה ביותר בפיסיקה, יש©ןלי©ארית מסדר ש©י עם מקדמים קבועילמרות שמשוואה 

  :מסדר ש©י שאף הן חשובותשל משוואות 
  yבהן חסר  משוואות  .א
  xחסר  משוואות בהן  .ב
 :והן מהצורה 'yמשוואות בהן חסר   .ג

ᇱᇱݕ + (ݕ)݂ = 0 
  :משוואות מהצורה  .ד

ܽଶݔଶ ݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ܽଵݔ ݕ݀

ݔ݀ + ܽ଴ݕ = 0 
  ה©קראת לעתים משוואת קושי, או משוואת אוילר.

  yמשוואות בהן חסר  .3.2.1
  
  

  הראשו©ה והש©יה),לא מופיע (אלא רק ©גזרתו  ݕמסדר ש©י שבה  משוואהמ©ת לפתור -על
  :©ציב

ᇱݕ =  ݑ
  :ואז

ᇱᇱݕ =  ᇱݑ
  

הבלתי משת©ה ©שאר ה x -משת©ה תלוי, והוא ה uמשוואה מסדר ראשון כאשר הצבה זו הופכת את המשוואה ל
  תלוי.

משוואה מסדר ראשון את ה ©פתורו 'u=yציב © ןכר מאחלו, u©פתור את המשוואה מסדר ראשון שהתקבלה עבור 
  .y עבורשהתקבלה 

  
  :6.15 דוגמא

  פתור את המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה:
ݔ ݀ଶݕ

ଶݔ݀ + ݕ݀
ݔ݀ =  ଶݔ

  :6.15פתרון 
  .ݕ ©יתן לראות שזו משוואה מסדר ש©י שבה חסר 

  ©ציב:
ݑ = ݕ݀

 ݔ݀
 ואז:

ݑ = ݀ଶݕ
 ଶݔ݀

  :את המשוואה מסדר ראשון הבאה ©קבל
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ݔ ݑ݀
ݔ݀ + ݑ =  ଶݔ

  :המוכרתה תבצורכתוב אותה ©
 
ݑ݀
ݔ݀ + 1

ݔ ݑ =  ݔ
,(ݔ)ܲ©חשב את  ,(ݔ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  

 
ܲ = 1

 ݔ
ܳ =  ݔ
ܫ = න ݔ݀ܲ = ݈݊  ݔ
݁ூ = ݁௟௡ ௫ = x 

  ©ציב בתב©ית הפתרון:
ݑ = ݁ି ௟௡ ௫ න ௟௡݁ݔ ݔ݀ + ܿଵ݁ି ௟௡ ௫ 
ݑ = 1

ݔ න ݔଶ݀ݔ + ܿଵ
ݔ  

ݑ = ଷݔ
ݔ3 + ܿଵ

ݔ  
ݑ = ଶݔ

3 + ܿଵ
ݔ  

  :ݕ©חזיר את המשת©ה 
ݕ݀
ݔ݀ = ଶݔ

3 + ܿଵ
ݔ  

 
  
  

  xמשוואות בהן חסר  .3.2.2
  
  
  

  לא מופיע, ݔמשוואה מסדר ש©י שבה מ©ת לפתור -על
  :©ציב

ᇱݕ =  ݑ
 

  :ואז
ᇱᇱݕ = ݑ݀

 ݔ݀
  .ݕכפו©קציה של  ݑ -תבו©ן בלה א©ו מעו©יי©ים כעת.  ݔשל  היה פו©קציה ݑה עד כ

  לפי כלל השרשרת:

ݕ = න ቆݔଶ
3 + ܿଵ

ݔ ቇ ݔ݀ = ଷݔ
9 + ܿଵ ݈݊ ݔ + ܿଶ 
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′′ݕ = ݑ݀
ݕ݀

ݕ݀
ݔ݀ = ݑ ݑ݀

 ݕ݀
  
הבלתי משת©ה הוא ה ݕ - משת©ה תלוי, והוא ה uמשוואה מסדר ראשון כאשר הופכת את המשוואה ל ה©"להצבה ה

  תלוי.
משוואה מסדר ראשון את ה ©פתורו 'u=yציב © ןכר מאחלו, u ©פתור את המשוואה מסדר ראשון שהתקבלה עבור

  .yעבור שהתקבלה 
  

  :6.16 דוגמא
  המשוואה הבאה:

݉ ݀ଶݕ
ଶݐ݀ + ݈ ൬݀ݕ

ݐ݀ ൰
ଶ

+ ݕ݇ = 0          (݈ > 0) 
݈וכח ריסון  ky-המושפעת מכח מחזיר  mמסה גוף בעל מתארת ת©ועה של  ቀௗ௬

ௗ௧ ቁଶ מהירותריבוע הלפרופורציו©לי ה.  
݈וכח ריסון  ky-המושפעת מכח מחזיר  mמסה  גוף בעל ד©ו בת©ועת סעיפים קודמיםב( ௗ௬

ௗ௧ פרופורציו©לי ה
  .)למהירות

  
  :הדיפר©ציאלית הבאה את המשוואה פתור

4 ݀ଶݕ
ଶݐ݀ + 2 ൬݀ݕ

ݐ݀ ൰
ଶ

+ ݕ = 0 
  .y=1ב©קודה  t=0במקרה בו הגוף מתחיל במ©וחה ברגע 

  
  :6.16פתרון 

  
  .)t שוואה זו:במ ,המשת©ה הבלתי תלוי( xחסר  בהמשוואה זוהי ©יתן לראות ש

  :©ציב
ݕ݀
ݐ݀ =  ݑ

  ואז:
݀ଶݕ
ଶݐ݀ = ݑ݀

ݐ݀ = ݑ݀
ݕ݀

ݕ݀
ݐ݀ = ݑ ݑ݀

 ݕ݀
  :מסדר ראשון הבאהאת המשוואה  ואז ©קבל

ݑ4 ݑ݀
ݕ݀ + ଶݑ2 + ݕ = 0 

  :או
ݑ݀
ݕ݀ + ݑ

2 = − ݕ
 ݑ4

  מהצורה: שוואת בר©ולי שהיא משוואהמ זוהי
ᇱݕ + ݕ(ݔ)ܲ = ௞ݕ(ݔ)ܳ  

  הוא המשת©ה הבלתי תלוי:  ݕ- הוא המשת©ה התלוי ו ݑכאמור,  אצל©ו
ᇱݑ + ݑ(ݕ)ܲ =  ଵିݑ(ݕ)ܳ
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  .k=-1כאשר  y -ו u -כלומר, זוהי משוואת בר©ולי ב
  :לעיל©פתור כפי שהרא©ו 

  :u -המשוואה ב אגפי 2  ©כפיל את
ᇱݑ + ݑ

2 = − ݕ
4  ଵିݑ

ᇱݑݑ + ଶݑ
2 = − ݕ

4 
  ©ציב:

ݖ =  ଶݑ
  :את המשוואה הלי©ארית הבאה ©קבלו

1
2

ݖ݀
ݕ݀ + ݖ

2 = − ݕ
4 

  ©כתוב אותה בצורתה המוכרת:
ݖ݀
ݕ݀ + ݖ = − 1

2  ݕ
,(ݕ)ܲ©חשב את  ,(ݕ)ܳ ,ܫ ݁ூ:  

(ݕ)ܲ = 1 
(ݕ)ܳ = − 1

2  ݕ
ܫ = න 1 ∙ ݕ݀ =  ݕ
݁ூ = ݁௬ 

  ©ציב בתב©ית הפתרון:
 
ݖ = ݁ିூ න ݕூ݀݁(ݕ)ܳ + ܿଵ݁ିூ  
ݖ = ݁ି௬ න ൬− 1

2 ൰ݕ ݁௬݀ݕ + ܿଵ݁ି௬  
ݖ = ݁ି௬ ൤− 1

2 ݁௬(ݕ + 1)൨ + ܿଵ݁ି௬  
ݖ = − 1

2 ݕ) − 1) + ܿଵ݁ି௬ 

ݖ = ൬݀ݕ
ݐ݀ ൰

ଶ
= − 1

2 ݕ) − 1) + ܿଵ݁ି௬  
  

  .בפתרוןלא ©משיך  משוואה זו ©פתרת רק בעזרת שיטות קרוב שאי©ן מפורטות בספר זה ולכן
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  'yבהן חסר  מסויימות משוואות .3.2.3
  
  

  מהצורה: משוואה
ᇱᇱݕ + (ݕ)݂ = 0 

  ©ית©ת לפתרון בדרך הבאה:
  :©קבל, ו'y -המשוואה ב ש©י אגפי את©כפיל 

ᇱᇱݕᇱݕ + ᇱݕ(ݕ)݂ = 0 
  או:

ᇱݕ ᇱݕ݀
ݔ݀ + (ݕ)݂ ݕ݀

ݔ݀ = 0 
ᇱݕᇱ݀ݕ + ݕ݀(ݕ)݂ = 0 

  ואז, לאחר אי©טגרציה מקבלים:
1
2 ଶ′ݕ + න ݕ݀(ݕ)݂ =  .ݐݏ݊݋ܿ

  .זו משוואה פרידה מסדר ראשון
גם הפתרון עד לשלב זה הוא משמעותי לעתים יתקבל בשלב זה אי©טגרל שאי©©ו פתיר או שקשה לפותרו אבל 

  ביותר.
  

 דרך פשוטהללמוד  אף על פי כן חשוב ,אולם .ݔמשוואות בהן חסר מקרה פרטי של הערה: משוואה מסוג זה היא 
 , כיוון שהיא מופיעה לעיתים קרובות בפיסיקה. יותר לפתור אותה

  
  :6.17 דוגמא

  הבאה: הדיפר©ציאלית המשוואהפתור את 
݉ ݀ଶݔ

ݐ݀ =  (ݔ)ܨ
  :6.17 פתרון

 .. זו משוואת הת©ועהF(x)כח ומושפע מ x ©ע לאורך צירה mגוף בעל מסה מתארת ת©ועה של משוואה זו 
  משוואה מהצורה: היזו

ᇱᇱݕ + (ݕ)݂ = 0 
  :כאשר 'x -ב את ש©י אגפי המשוואה ©כפיל

ݒ = ݔ݀
 ݐ݀

  ו©קבל:
ݒ݉ ݒ݀

ݐ݀ = (ݔ)ܨ ݔ݀
 ݐ݀

ݒ݀ݒ݉ =  ݔ݀(ݔ)ܨ
1
2 ଶݒ݉ = න ݔ݀(ݔ)ܨ +  .ݐݏ݊݋ܿ

לקשר זה יש לעיתים חשיבות  זה למעשה הקשר בין א©רגיה קי©טית וא©רגיה פוט©ציאלית. חוק שימור הא©רגיה.
  ת הת©ועה.איותר מאשר למשוו
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  :6.18וגמא ד

  :הדיפר©ציאלית הבאה את המשוואה פתור
݀ଶݕ
ଶݔ݀ = ݕ − ܽ 

  :6.18 פתרון
  משוואה מהצורה: היזו

ᇱᇱݕ + (ݕ)݂ = 0 
  :'y -ב את ש©י אגפי המשוואה ©כפיל

ᇱݕᇱ݀ݕ = ݕ) −  ݕ݀(ܽ
ᇱଶݕ
2 = ݕ) − ܽ)ଶ

2 + ܿଵ 

൬݀ݕ
൰ݔ݀

ଶ
= ݕ) − ܽ)ଶ + ܿଵ 

ݕ݀
ݔ݀ = ±ඥ(ݕ − ܽ)ଶ + ܿଵ 

ݕ݀
ඥ(ݕ − ܽ)ଶ + ܿଵ

=  ݔ݀±

݈݊ ቀݕ − ܽ + ඥ(ݕ − ܽ)ଶ + ܿଵቁ = ݔ± + ܿଶ  

  אוילר- משוואות קושי .3.2.4
  
  

  משוואה מהצורה:
ܽଶݔଶ ݀ଶݕ

ଶݔ݀ + ܽଵݔ ݕ݀
ݔ݀ + ܽ଴ݕ = 0 

  .אוילר-משוואת קושי©קראת 
"י לי©ארית עם מקדמים קבועים ע למשוואה ים לא קבועים אך היא ©יתן להופכהזוהי משוואה לי©ארית עם מקדמ

  :הבא ע"י הקשר z - ל x -תלוי מ-שי©וי המשת©ה הבלתי
ݔ = ݁௭ 

  לפי הקשרים הבאים:  ݖלפי  ݕהמופיעות במשוואה ל©גזרות של   ݔלפי  ݕכעת, ©מיר את ה©גזרות של 
ݕ݀
ݖ݀ = ݕ݀

ݔ݀
ݔ݀
 ݖ݀

ݕ݀ 
ݖ݀ = ݔ ݕ݀

 ݔ݀
ݕ݀
ݔ݀ = 1

ݔ
ݕ݀
ݖ݀ ݖ           = ݈݊  ݔ

݀ଶݕ
ଶݔ݀ = − 1

ଶݔ
ݕ݀
ݖ݀ + 1

ݔ
݀ଶݕ
ଶݖ݀

ݖ݀
 ݔ݀

         = 1
ଶݔ ቆ݀ଶݕ

ଶݖ݀ − ݕ݀
 ቇݖ݀

ଶݔ ݀ଶݕ
ଶݔ݀ = ݀ଶݕ

ଶݖ݀ − ݕ݀
 ݖ݀
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  וע"י הצבה ©קבל:
ܽଶ ቆ݀ଶݕ

ଶݖ݀ − ݕ݀
ቇݖ݀ + ܽଵ

ݕ݀
ݖ݀ + ܽ଴ݕ =  (ݖ)݂

  .אשר אותה א©ו יודעים לפתור ש©י עם מקדמים קבועים רכלומר, קיבל©ו משוואה לי©ארית מסד
  

  :6.19 דוגמא
  פתור את המשוואה הדיפר©ציאלית הבאה:

ଶݔ ݀ଶݕ
ଶݔ݀ − ݔ ݕ݀

ݔ݀ + ݕ4 = ݏ݋ܿ ݈݊ ݔ + ݔ ݊݅ݏ ݈  
  :6.19 ןפתרו

  :לפי הקשר הבא
ݖ = ݈݊ ݔ ݔ      או      = ݁௭ 

 : ݖלפי  ݕה ל©גזרות של ה©גזרות המופיעות במשווא ©מיר את
ݕ݀
ݔ݀ = ݕ݀

ݖ݀
ݖ݀
ݔ݀ = 1

ݔ
ݕ݀
 ݖ݀

݀ଶݕ
ଶݔ݀ = − 1

ଶݔ
ݕ݀
ݖ݀ + 1

ݔ
݀ଶݕ
ଶݖ݀

ݖ݀
ݔ݀ = 1

ଶݔ ቆ݀ଶݕ
ଶݖ݀ − ݕ݀

 ቇݖ݀
  :©קבלו

݀ଶݕ
ଶݖ݀ − ݕ݀

ݖ݀ − ݕ݀
ݖ݀ + ݕ4 = ݖݏ݋ܿ + ݁௭ ݅ݏ  

 זוהי משוואה מסדר ש©י לי©ארית, לא הומוג©ית עם מקדמים קבועים.
݀ଶݕ
ଶݖ݀ − 2 ݕ݀

ݖ݀ + ݕ4 = ݖݏ݋ܿ + ݁௭ ݊݅ݏ  
  :המתאימה ההומוג©יתת המשוואה ©פתור אראשית 

ଶܦ) − ܦ2 + ݕ(4 = 0 
  הפולי©ום האופיי©י:

݉ଶ − 2݉ + 4 = 0 
 

:וישורש  
݉ = 2 ± √4 − 16

2 = 1 ± ݅√3 
  הפתרון הכללי של המשוואה ההומוג©ית:

 
ݕ = ݁௭൫ܿଵ ݏ݋ܿ ݖ3√ + ܿଶ ݊݅ݏ  ൯ݖ3√

  כעת ©מצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוג©ית.
ף ימין של המשוואה ה©תו©ה הוא סכום של פו©קציה טריגו©ומטרית ופו©קציה מעריכית מוכפלת בפו©קציה אג

  טריגו©ומטרית.
  :היא הומוג©ית©©יח שצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא 

ேݕ = ܣ ݊݅ݏ ݖ + ܤ ݏ݋ܿ ݖ + ௭݁ܥ ݊݅ݏ ݖ + ௭݁ܦ ݋ܿ  
 ©גזור את הפתרון:
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ேݕ݀
ݖ݀ = ܣ ݏ݋ܿ ݖ − ܤ ݊݅ݏ ݖ + ௭݁ܥ ݊݅ݏ ݖ + ௭݁ܥ ݏ݋ܿ ݖ + ௭݁ܦ ݏ݋ܿ ݖ − ௭݁ܦ ݊݅ݏ  ݖ

       = ܣ ݏ݋ܿ ݖ − ܤ ݊݅ݏ ݖ + ܥ) − ௭݁(ܦ ݊݅ݏ ݖ + ܥ) + ௭݁(ܦ ݏ݋ܿ  ݖ
݀ଶݕே
ଶݖ݀ = ܣ− ݊݅ݏ ݖ − ܤ ݏ݋ܿ ݖ + ܥ) − ௭݁(ܦ ݊݅ݏ ݖ + ܥ) − ௭݁(ܦ ݋ܿ + ܥ) + ௭݁(ܦ ݏ݋ܿ ݖ − ܥ) + ௭݁(ܦ ݊݅ݏ  ݖ

         = ܣ− ݊݅ݏ ݖ − ܤ ݏ݋ܿ ݖ + ௭݁ܥ2 ݏ݋ܿ ݖ − ௭݁ܦ2 ݊݅ݏ  ݖ
 ©ציב את הפתרון ואת ©גזרותיו במשוואה ה©תו©ה:

ܣ− ݊݅ݏ ݖ − ܤ ݏ݋ܿ ݖ + ௭݁ܥ2 ݏ݋ܿ ݖ − ௭݁ܦ2 ݊݅ݏ ݖ − ܣ 2 ݏ݋ܿ ݖ + ܤ2 ݊݅ݏ ݖ − ܥ)2 − ௭݁(ܦ ݊݅ݏ ݖ − ܥ)2 + ௭݁(ܦ ݏ݋ܿ ݖ
+ ܣ4 ݊݅ݏ ݖ + ܤ4 ݏ݋ܿ ݖ + ௭݁ܥ4 ݊݅ݏ ݖ + ௭݁ܦ4 ݏ݋ܿ ݖ = ݏ݋ܿ + ݁௭ ݊݅ݏ  ݖ

  ין מקדמי כל אחת מהפו©קציות השו©ות בש©י אגפי המשוואה:©שווה ב
  :ݖ݊݅ݏמקדמי 

ܣ− + ܤ2 + ܣ4 = 0 
  :ݖݏ݋ܿמקדמי 

ܤ− − ܣ2 + ܤ4 = 1 
ܣ = − ܤ2

3  
ܤ− + ܤ4

3 + ܤ4 = 1 
ܤ = 3

13 
ܣ = − 2

3 ∙ 3
13 = − 2

13 
  :ݖ݊݅ݏ௭݁מקדמי 

ܦ2− − ܥ)2 − (ܦ + ܥ4 = 1 
 :ݖݏ݋௭ܿ݁מקדמי 

ܥ2 − ܥ)2 + (ܦ + ܦ4 = 0 
ܥ2− + ܥ4 = 1 
ܥ = 1

2 ܦ      , = 0 
  :) הואݖ(במשת©ה  ולכן הפתרון המסויים

ேݕ = 1
13 (3 ݏ݋ܿ ݖ − 2 ݊݅ݏ (ݖ + 1

2 ݁௭ ݊݅ݏ  ݖ
  :)ݖ(במשת©ה  והפתרון הכללי

ݕ = ݁௭൫ܿଵ ݏ݋ܿ ݖ3√ + ܿଶ ݊݅ݏ ൯ݖ3√ + 1
13 (3 ݏ݋ܿ ݖ − 2 ݊݅ݏ (ݖ + 1

2 ݁௭ ݊݅ݏ  ݖ
  :ݕ©חזיר את משת©ה ו

ݕ     = ൫ܿଵݔ ݏ݋ܿ √3 ݈݊ ݔ + ܿଶ ݊݅ݏ √3 ݈݊ ൯ݔ + 1
13 (3 ݏ݋ܿ ݈ − 2 ݊݅ݏ ݈ ) + 1

2 ݔ ݊݅ݏ ݈݊  ݔ
  
  

  סדר ש©י עם מקדמים לא קבועיםשוואה דיפר©ציאלית לי©ארית ממ .3.3
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אי©ם שמקדמים עם  לי©ארית, לא הומוג©ית, מסדר ש©ימשוואה  מאפשרת לפתורסעיף זה ©ראה שיטה שלעתים ב
  .קבועים

 
  

  משוואה מהצורה:
݀ଶݕ
ଶݔ݀ + (ݔ)ܴ ݕ݀

ݔ݀ + ݕ(ݔ)ܵ =  (ݔ)ܳ
  

,(ݔ)ܴכאשר  משוואה לי©ארית מסדר ש©י, לא הומוג©ית, אי©ה פו©קציית האפס, ©קראת (ݔ)ܳ - אי©ם קבועים, ו (ݔ)ܵ
  .עם מקדמים שאי©ם קבועים

  
  על מ©ת לפתור משוואה מסוג זה, ©יתן לעתים לפעול בדרך הבאה:

  ©בחר שתי פו©קציות:
ݒ =  (ݔ)ݒ
ݑ =  (ݔ)ݑ

  באופן ש:
ݕ = ݑ ∙  ݒ

  :ݕ©גזור פעמיים את 
ݕ݀
ݔ݀ = ݑ ݒ݀

ݔ݀ + ݒ ݑ݀
 ݔ݀

݀ଶݕ
ଶݔ݀ = ݑ ݀ଶݒ

ଶݔ݀ + 2 ݑ݀
ݔ݀

ݒ݀
ݔ݀ + ݒ ݀ଶݑ

 ଶݔ݀
  ו©קבל: משוואה ה©תו©ה©ציב ב

ݑ ݀ଶݒ
ଶݔ݀ + 2 ݑ݀

ݔ݀
ݒ݀
ݔ݀ + ݒ ݀ଶݑ

ଶݔ݀ + ݑ(ݔ)ܴ ݒ݀
ݔ݀ + ݒ(ݔ)ܴ ݑ݀

ݔ݀ + ݑ(ݔ)ܵ ∙ ݒ = :/           (ݔ)ܳ  ݑ
݀ଶݒ
ଶݔ݀ + ൭2

ݑ
ݑ݀
ݔ݀ + ൱(ݔ)ܴ ݒ݀

ݔ݀ + ൭1
ݑ

݀ଶݑ
ଶݔ݀ + (ݔ)ܴ

ݑ
ݑ݀
ݔ݀ + ൱(ݔ)ܵ ݒ = (ݔ)ܳ

ݑ  
  ©סמן:אם 

ܴଵ(ݔ) = 2
ݑ

ݑ݀
ݔ݀ +  (ݔ)ܴ

ଵܵ(ݔ) = 1
ݑ ቆ݀ଶݑ

ଶݔ݀ + (ݔ)ܴ ݑ݀
ݔ݀ +  ቇݑ(ݔ)ܵ

ଵܳ(ݔ) = (ݔ)ܳ
ݑ  

  :©קבל
(*)  ௗమ௩

ௗ௫మ + ܴଵ(ݔ) ௗ௩
ௗ௫ + ଵܵ(ݔ)ݒ = ଵܳ(ݔ) 

  . אותו סוג של משוואהלכאורה קיבל©ו שוב 
  המתאימה: הומוג©יתמשוואה הפתרון של ה כך שיהווה uאולם, אם ©בחר את 

݀ଶݕ
ଶݔ݀ + (ݔ)ܴ ݕ݀

ݔ݀ + ݕ(ݔ)ܵ = 0 
(ݔ)ଵܵאזי  =   :vבה חסר ) הופכת להיות משוואה *, ומשוואה (0
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݀ଶݒ
ଶݔ݀ + ܴଵ(ݔ) ݒ݀

ݔ݀ = ଵܳ(ݔ) 
  .לעילפתור אותה כפי שהרא©ו ו©

  :©ציב
ݒ݀
ݔ݀ =  ݖ
݀ଶݒ
ݔ݀ = ݖ݀

 ݔ݀
  לי©ארית מסדר ראשון: הופכת למשוואההמשוואה ו

ݖ݀
ݔ݀ + ܴଵ(ݔ)ݖ = ଵܳ(ݔ) 

  .יודעים לפתור א©ושאותה 
  

לא המקדמים ההלי©ארית ההומוג©ית עם למשוואה  פתרון מסויים הערה: הקושי העיקרי בשיטה זו הוא במציאת
מות, כפי ש©יתן המתאימים למשוואות מסויימעט כללים  גם ישאולם, . ©©חש את הפתרוןכלל -קבועים. בדרך

  לראות בטבלה הבאה המתייחסת למשוואה:
൫ܦଶ + ܦ(ݔ)ܴ + ݕ൯(ݔ)ܵ = 0 
 

  פתרון מסויים למשוואה ההומוג©ית:  :(ݔ)ܵ, (ݔ)ܴהקשר בין 
R+xS=0  y=x 

1+R+S=0  ݕ = ݁௫ 
1-R+S=0  ݕ = ݁ି௫ 

݉ଶ + ܴ݉ + ܵ = ݕ 0 = ݁௠௫ 
  

  :6.20 דוגמא
  ©ציאלית הבאה:המשוואה הדיפר פתור את

൬ܦଶ − 3
ݔ ܦ + 3

ଶ൰ݔ ݕ = ݔ2 − 1 
  :6.20פתרון 

  ©יתן לראות שבמשוואה זו מתקיים:
ܴ + ݔܵ = 0 

  ההומוג©ית.למשוואה פתרון הוא  y=x ,(לפי הטבלה ה©"ל) ולכן
  :ש©בחר הן פו©קציותהשתי כלומר, 

ݒ =  (ݔ)ݒ
ݑ =  ݔ

  באופן ש:
ݕ = ݔ ∙  ݒ

  
  :לכן ©ציב

ݕ =  ݒݔ
  :ݕאת  ©גזור פעמיים
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ݕ݀
ݔ݀ = ݔ ݒ݀

ݔ݀ +  ݒ
݀ଶݕ
ଶݔ݀ = 2 ݒ݀

ݔ݀ + ݔ ݀ଶݒ
 ଶݔ݀

  ו©קבל: ה©תו©ה ©ציב במשוואה
2 ݒ݀

ݔ݀ + ݔ ݀ଶݒ
ଶݔ݀ − 3

ݔ ൬ݔ ݒ݀
ݔ݀ + ൰ݒ + 3

ଶݔ ݒݔ = ݔ2 − 1 
  :ݒכלומר התקבלה משוואה מסדר ש©י בה חסר 

ݔ ݀ଶݒ
ଶݔ݀ − ݒ݀

ݔ݀ = ݔ2 − 1 
  ©ציב:

ݒ݀
ݔ݀ =  ݖ
݀ଶݒ
ݔ݀ = ݖ݀

 ݔ݀
 

  :משוואה לי©ארית מסדר ראשון ו©קבל
ݔ ݖ݀

ݔ݀ − ݖ = ݔ2 − 1 
  :המוכרתה תבצור©כתוב אותה 

ݖ݀
ݔ݀ − 1

ݔ ݖ = ݔ2 − 1
ݔ  

,(ݔ)ܲ©חשב את  ,(ݔ)ܳ ,ܫ ݁ூ: 
ܲ = − 1

 ݔ
ܳ = 2 − 1

 ݔ
ܫ = න ܲ݀ = − ݈݊  
݁ூ = ݁ି ௟௡ ௫ = 1

x 
 :©ציב בתב©ית הפתרון

ݖ = ݁ିூ න ܳ݁ூ݀ݔ + ܿଵ݁ିூ 
ݖ = x න ൬2 − 1

൰ݔ 1
x ݔ݀ + ܿଵx 

ݖ = ݔ න ൬2
ݔ − 1

ଶ൰ݔ ݔ݀ + ܿଵݔ 
ݖ = ݔ ൬2 ݈݊ ݔ + 1

൰ݔ + ܿଵݔ 
ݖ = ݔ2 ݈݊ ݔ + 1 + ܿଵݔ 

 :ݒהמשת©ה ©חזיר את 
ݒ݀
ݔ݀ = ݖ = ݔ2 ݈݊ ݔ + 1 + ܿଵݔ 
ݒ = න(2ݔ ݈݊ ݔ + 1 + ܿଵݔ݀(ݔ 
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ݒ = ଶݔ ݈݊ + ݔ + ܿଵᇱ ଶݔ + ܿଶ 
  :ݕ©חזיר את המשת©ה 

  
ݕ   = ݒݔ = ܿଵᇱ ଷݔ + ܿଶݔ + ଶݔ + ଷݔ ݈݊  ݔ


