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  מבוא -  משוואות דיפרנציאליות .1
  

  משוואה דיפרנציאלית היא משוואה הכוללת נגזרות או דיפרנציאלים.
(1) + = 0 
(2) = ( + 2 )  
(3) + 2 − = 0 

  
יות תנועה (דינמיקה), יש בתחום הפיסיקה, ובייחוד בבע. רווח בתחומים רביםהשימוש במשוואות דיפרנציאליות 

למשוואות הדיפרנציאליות חשיבות מכרעת ביכולת לנתח ולפתור מערכות מורכבות. לדוגמא, תאוצה של גוף 
  מוגדרת ע"י משוואה דיפרנציאלית, כגון:

(4) = −5 
  פי משוואה זו ניתן למצוא את משוואות המהירות והדרך של הגוף.-על

  רגילה ומשוואה דיפרנציאלית חלקיתמשוואה דיפרנציאלית  .1.1
  

משוואה אחד, ולכן יש בה רק נגזרות רגילות, נקראת  תלוי-לתיוואה דיפרנציאלית המכילה משתנה במש
מכילה נגזרות היא  מתוך כך, ותלויים-לתיים או יותר משתנים בישנמשוואה שיש בה . דיפרנציאלית רגילה

  .משוואה דיפרנציאלית חלקיתחלקיות, נקראת 
(5) + = 0 

). x,yתלוי אחד (-) יש יותר ממשתנה בלתיzמשוואה זו היא משוואה דיפרנציאלית חלקית, כיוון שלמשתנה התלוי (
תלוי אחד -) ישנו רק משתנה בלתיyהן משוואות דיפרנציאליות רגילות, כיוון שלמשתנה התלוי () 4(-)1( משוואות

)x .(  
  של משוואה דיפרנציאלית סדר ומעלה .1.2

  
  ביותר המופיעה במשוואה. הגבוהההנגזרת של סדר המשוואה דיפרנציאלית הוא  של) order( סדרה

  .שנימסדר  הן )5),(4),(1) הן מסדר ראשון ומשוואות (3(-) ו2בדוגמאות שהובאו לעיל, משוואות (
  :מסדר שלישי) היא דוגמה למשוואה 6( משוואה

(6) − 5 = 8 
  
  דיפרנציאלית היא המעלה של הנגזרת בעלת הסדר הגבוה ביותר. של משוואה) degree( מעלהה

  היא ממעלה שניה. )3(משוואה , והן ממעלה ראשונה )6(-) ו5),(4),(2),(1בדוגמאות שהובאו לעיל, משוואות (
  :ממעלה ראשונה משוואה) היא דוגמא נוספת ל7דוגמא (

(7) + ( ) = 3 
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  פתרון של משוואה דיפרנציאלית .1.3
  

פונקציה אשר כלומר,  ).xזהותית (לכל הה אא פונקציה המקיימת את המשווודיפרנציאלית ה האשל משוו פתרון
  הצבתה והצבת נגזרותיה במשוואה הדיפרנציאלית, תיתן פסוק אמת.

  :1.1דוגמא 
  הראה כי הפונקציה:

= sin + cos  
  מהווה פתרון של המשוואה הדיפרנציאלית:

+ = 0 
הם קבועים שרירותיים.   A,B כאשר    

  :1.1 פתרון
  
  :זה את הנגזרות המופיעות במשוואה הדיפרנציאלית פתרוןחשב לפי נ

= − sin − cos  
  :דיפרנציאלית, ונקבלנגזרותיו במשוואה האת נציב את הפתרון ו

+ = − sin − cos + sin + cos = 0 
   זהות.התקבלה 

  הפונקציה: כיניתן לומר לכן 

 
  .שוואה הדיפרנציאלית הנתונהא פתרון של המיה

 
  מסוייםפתרון כללי ופתרון  .1.4

  
תן להוכיח י לכלול מספר קבועים שרירותיים. ניעשו של משוואה דיפרנציאליתשפתרון  ניתן לראות 1.5דוגמא מ

של  פתרון כלליקבועים שרירותיים. פתרון כזה נקרא  nמכיל  nואה דיפרנציאלית מסדר ושל מששפתרון 
  המשוואה.

  ם.ים השרירותייקבועערכים מסויימים ל קביעתמתקבל ע"י , פתרון פרטיאו  מסוייםפתרון 
  :1.2 דוגמא

=הראה כי  5 ,= = - ו 2 שוואה ם שרירותיים, הם פתרונות של המקבועי c2-ו c1כאשר  +
  הדיפרנציאלית:

(1 − ) + − = 0 
  :1.2 פתרון

עבור כל פתרון, נחשב את נגזרותיו הראשונה והשניה, נציב במשוואה הדיפרנציאלית ונבדוק שאכן מתקבלת 
  האגפים. שניזהות בין 

  

= +  
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  א.
= 5  

′ = 5  
′′ = 5  

  :זהות התקבלה
5 (1 − ) + 5 − 5 = 0 

 לכן ניתן לומר כי הפונקציה:
 

 היא פתרון של המשוואה הדיפרנציאלית הנתונה.
 

  ב.
= 2  

′ = 2 
′′ = 0 

  :התקבלה זהות
0 ∙ (1 − ) + 2 − 2 = 0 

 לכן ניתן לומר כי הפונקציה:
 

של המשוואה הדיפרנציאלית הנתונה.היא פתרון   
 

  
  ג.

= +  
′ = +  
′′ =  

  :התקבלה זהות
(1 − ) + ( + ) − ( + ) = 0 

 לכן ניתן לומר כי הפונקציה:
 

נתונה.היא פתרון של המשוואה הדיפרנציאלית ה  
 

  
את המשוואה מסדר שני כי הוא מקיים  שוואה הדיפרנציאליתג' הוא הפתרון הכללי של המנשים לב שפתרון 

, מאחר וניתן לקבלם ע"י קביעת ערכים מסויימיםב' הם פתרונות -ים שרירותיים. פתרונות א' וקבוע 2וכולל 
  ∎ ים בפתרון הכללי.קבועמסויימים ל

  
נביא מספר שיטות חשובות  בספר זה. שוואה דיפרנציאליתמ רוןן שיטה כללית לפתבאינטגרלים, איכפי שראינו 

ות. בעיקר נטפל בבעיה של של משוואות דיפרנציאליות רגילושימושיים חשובים ציאת פתרון כללי למקרים למ
 xבין  נתון קשר :ם יש צורך לענות על השאלה ההפוכהלעיתי ,רון למשוואה דיפרנציאלית נתונה. אולםפתמציאת 

= 5  
  

= 2  
  

= +  
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ותר שפונקציה זו תהיה מהי המשוואה הדיפרנציאלית בעלת הסדר הנמוך בי -קבועים שרירותיים  nיל כהמ y-ו
. באופן כללי, פונקציה פרימיטיביתנקראת  שוואה דיפרנציאליתשלה? פונקציה זו שממנה בונים מ פתרון כללי

הקבועים  nפעמים, ואז לחלץ את  nמיטיבית ע"י גזירת הפונקציה הפרי את המשוואה הדיפרנציאליתניתן למצוא 
  המשוואות.  n+1מתוך 

  
  :1.3 דוגמא

  הפונקציה:ר שא בעלת הסדר הנמוך ביותר שוואה הדיפרנציאליתמצא את המ
+ − 2 = 0 

  הינה פתרון שלה.
  

  :1.3 פתרון
  :פונקציה סתומה)(כ xלפי  את הפונקציה נגזור

2 + 2 − 2 = 0 
  :c את דבודנ

+ =  
  המתארת את הפונקציה: ונציב במשוואה

+ − 2( + ) = 0 
 המשוואה הדיפרנציאלית שהתקבלה היא:

 
  
  לחלץ את הקבוע ע"י אינטגרציה נוספת: ניתן היהי כשים לב נ

1 + + ( ) = 0 
  ∎ .הדרושה המשוואה הנאינ זו ולכן, קבלל שניתן ביותר הנמוך הסדרמ המשוואה לא זו אולם

  
  :1.4 דוגמא

  :הפונקציה אשר בעלת הסדר הנמוך ביותר הדיפרנציאלית המשוואה את מצא
= + +  

  הינה פתרון שלה.
  

  :1.4פתרון 
  :פעמים שלשאת הפונקציה  נגזור

′ = 3 +  
′′ = 6  

+ − 2 − 2 = 0 
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′′′ = 6  
  :ונקבלת הנגזרת השלישית במשוואת הנגזרת השניה משווא את נציב

   
 

  ∎ המשוואה המבוקשת. התקבלה
  
  
  מסדר ראשוןדיפרנציאליות  ותמשווא .2

  משוואה פרידה .2.1
  

  :צורהכאשר מחשבים אינטגרל מה
= ( )  

  למעשה פותרים משוואה דיפרנציאלית מהצורה:
= ( ) 

  .בלבד xהיא פונקציה של  y, שבה הנגזרת הראשונה של זוהי דוגמא פשוטה למשוואה דיפרנציאלית
  :, כאשר בכל אגף מופיע משתנה אחרניתן לכתוב אותה גם בצורה של דיפרנציאלים

= ( )  
  

  .בלבד yפונקציה של היא  yנראה דוגמא פשוטה נוספת של משוואה דיפרנציאלית, שבה הנגזרת הראשונה של 
  

  :2.1 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

= −  
  

  :2.1פתרון 
  :באופן שבו בכל אגף מופיע משתנה אחר נכתוב את המשוואה

= −   
= −   

  :ל שני האגפיםע צע אינטגרציהנב
( ) = − +  
= = =  

  כלומר, הפתרון הכללי הוא:
  

= ′′′  
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, אבל ניתן yוגם של  xהיא פונקציה של  yוגמא של משוואה דיפרנציאלית, שבה הנגזרת הראשונה של נראה ד
  .ל שני האגפיםת הנ"ל. כלומר, בעזרת אינטגרציה עהדוגמאו 2לפותרה באותה דרך שבה פתרנו את 

  
  :2.2דוגמא 

  שוואה הדיפרנציאלית הבאה:המ פתור את
= + 1 

:2.2פתרון   
 נכתוב את המשוואה באופן שבו בכל אגף מופיע משתנה אחר:

1
+ 1 = 1 

1
+ 1 = 1  

  :ל שני האגפיםענבצע אינטגרציה 
( + 1) = + = ( ) 
+ 1 =  

  :הוא והפתרון

  
  

  :2.3דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

=  
  :2.3 פתרון

  נכתוב את המשוואה באופן שבן בכל אגף מופיע משתנה אחר:
=  

  ל שני האגפים:נבצע אינטגרציה ע
= − +  

  :הוא תרוןוהפ

  
  

אגפיה  2-הוא שניתן להפריד את המשתנים ל שבפרק זההמאפיין של כל המשוואות שהובאו בכל הדוגמאות 
משוואה הניתנת  השונים של המשוואה. משוואה שבה ניתן להפריד את המשתנים לשני אגפי המשוואה נקראת

  .הלהפרד
  

=  

= − 1 

= (− + ) 
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  משוואה מהצורה:

= ( , )  
  :כאשר

( , ) = ( )
( ) 

  .משוואה פרידהאו  משוואה הניתנת להפרדהנקראת 
  :את המשוואה באופן הבא כתובל על מנת לפתור משוואה מסוג זה, ניתן

( ) − ( ) = 0 
  בצע אינטגרציה על שני האגפים:נ

( ) − ( ) = . 
  המשוואה. נקבל את פתרון וכך

  
  :2.4דוגמא 

  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את
+ 1 = 0 

:2.4פתרון   
  על מנת להפריד את המשתנים: x-וב cosy -האגפים ב 2נכפיל את 

 + = 0 
  :ל שני האגפיםע נטגרציהיאנבצע 

+ =  

2 + 1
2 =  

  :הוא והפתרון

  
  

  :2.5דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

= −( + 3) 
  :2.5פתרון 

  במשוואה זו מתקיים:
= = ( , ) 

  כאשר:
( , ) = −( + 3)  

  :משתניםנפריד את ה

+ =  
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= −( + 3)  
 

+ 3 + = 0 
ל שני האגפים:ע נבצע אינטגרציה  

( + 3) + =  
+ 3 =  

 
  

אם לסדר הפתרונות שמצאנו עד כה, היו פתרונות כלליים, שכן הם כללו מספר קבועים שרירותיים, בהת הערה:
  , יש להציב תנאי התחלה בפתרון הכללי.כדי למצוא פתרון מסויים המשוואה.

  
  :2.6דוגמא 

  :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה שלהפרטי מצא את הפתרון 
(1 + ) − = 0 

  f(1)=2התחלה: התנאי את המקיים 
  

  :2.6פתרון 
  זוהי משוואה הניתנת להפרדה:

− 1 + = 0 
  האגפים: 2נבצע אינטגרציה על 

− 1
3 (1 + ) =  

= (1 + ) 
  נציב את תנאי ההתחלה, ונקבל:

2 = 2  
= 4 

  :הוא יהפרט ולכן הפתרון

  
 

  
  :2.7דוגמא 

  .של המשוואה הדיפרנציאלית הוא אכן פתרון 2.5בדוק שהפתרון שהתקבל עבור דוגמא 
  :2.7ון פתר

  :נגזור את הפונקציה שהתקבלה כפתרון
= −  

= − 3 

= 4(1 + ) 
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  זהו אגף שמאל של המשוואה הדיפרנציאלית.
  :של המשוואה הדיפרנציאלית אגף ימיןנפשט את 

−( + 3) = − = −  
  ∎ מהווה פתרון. yלית, ולכן הפונקציה מכאן שהתקבל פסוק אמת בין אגפי המשוואה הדיפרנציא

  
   לא כל משוואה ניתנת להפרדת משתניםהערה: 

  
  דוגמאות למשוואות לא פרידות:

  :2.8 דוגמא
= ( )  
= + 1 

  
  דוגמאות מעשיות למשוואות פרידות 2.1.1

  
  :2.9דוגמא 

אם מניחים שקצב הגידול פרופורציונאלי למספר  3דל פי שנה. בכמה שנים תג 50-ב 2אוכלוסיית ארץ גדלה פי 
 התושבים?

  
   :2.9 פתרון

  .t=0את האוכלוסיה בזמן  y0 - (שנים), וב tאת האוכלוסיה בזמן  y-נסמן ב
  מתוך ההנחה:

=  
  :או

=  
  זוהי משוואה פרידה.

  :על שני האגפים נבצע אינטגרציה
= +  

=  
  , ולכן:y=y0אזי  t=0כאשר 

=  
  :, ולכןy=2y0אזי  t=50כאשר 

2 =  
= 2 

  נקבל: y=3y0כאשר 
3 =  
3 = = ( ) = 2 ⁄  
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3 = 2  
  
  

  :2.10דוגמא 
, פרופורציונאלי להפרש הטמפ' בין טמפ' ווירשל חומר, הנמצא בא–של ניוטון, קצב ההתקררות לפי חוק הקירור 

  יר.והחומר וטמפ' האו
  ?400מתי תהיה טמפ' החומר דקות,  15במשך  700 - ל 1000 - וידוע שהחומר מתקרר מ ,300 היא וירואם טמפ' הא

  
  :2.10פתרון 
  . tטמפ' החומר בזמן את  T-נסמן ב

  מתקיים: ק הקירור של ניוטון,, לפי חואזי
= − ( − 30 ) 

  :או

− 30 = −  
  זוהי משוואה פרידה.

  :על שני האגפים נבצע אינטגרציה
( − 30) = − +  
− 30 =  

  ולכן: ,T=100אזי  t=0 כאשר
100 − 30 = = 70 

  , ולכן:T=70אזי   t=15 כאשר
70 − 30 = 70 ∙  
40
70 =  

= 40
70

⁄
 

=
4070−15  

  :400תהיה הטמפ'  tנחשב כעבור כמה זמן 
40 − 30 = 70  
10
70 =  
10
70 = 40

70
⁄

 

15
4
7 = − 7 

 
 

  

שנים.= 79 

= 15 7
7 − 4 דקות–= 52 
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  :2.11דוגמא 
ק"ג על גבי קרח. נניח שהחיכוך זניח, וההתנגדות הנוצרת כתוצאה מהחיכוך עם  80של  מסה גוף בעל גוררים

מ -הינה מהירות ב , כאשר 5-וה לוויר שוהא
  .שניה

  מ'/שניה? 10א. מהו הכח הקבוע שיקנה לגוף מהירות של 
  שניות? 16ב. מהי המהירות והמרחק כעבור 

  
  :2.11 פתרון

  לפי החוק השני של ניוטון:
= − 5  

= − 5  
  זוהי משוואה דיפרנציאלית פרידה:

− 5 =  
  על שני האגפים: נבצע אינטגרציה

− 1
5 ( − 5 ) = +  
− 5 = ⁄  

= אזי t=0כאשר    :לכן, ו0
=  
− 5 = ⁄  

  מ'/שניה: 10רות של מהי לגוף א. כדי להקנות
→ -ב   , ולכן:=מ'/שניה  10   ∞

 
 

  שניות: 16ב. המהירות לאחר 
50 − 5 = 50 ∙ ⁄ = 50  
5 = 50 − 50 

/שניה.= מ 10 1 − 1  
= 1 − ⁄  

= = 1 − ⁄ = + 5 ⁄ = 50(16 + 16 − 16) 
     

  
  

 

=. מ 50.16  

= 5 ניוטון.= 50 
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  משוואה הומוגנית .2.2
  

ישנן משוואות מסדר ראשון אשר רק לאחר הצבה מסויימת הן הופכות למשוואות פרידות ואז ניתן לפותרן 
  אחת הדוגמאות למשוואות אלו היא משוואה הומוגנית. באמצעות הפרדת משתנים ולאחריה אינטגרציה.

  
  

  מהצורה: המשווא
= ( , ) 

  כאשר:
( , ) =  

  .משוואה הומוגניתנקראת 
  בצע הצבה:נ על מנת לפתור משוואה מסוג זה,

=  
=  

  :לפי הצבה זו מתקיים
= ( ) = +  

  :את המשוואה הדיפרנציאלית הבאה, במקום המשוואה הנתונה כלומר, נקבל
+ = ( ) 

  משוואה זו ניתנת להפרדת משתנים:
= ( ) −  

( ) − =  
  :ל שני האגפיםנקבל את הפתרון ע"י אינטגרציה ע ואז

( ) − − =  
  

  :2.12 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

= +  
  :2.12פתרון 

  
= + =  

  ניתן לראות שזוהי משוואה הומוגנית.
  

  נציב:
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=  → =  
  לפי הצבה זו מתקיים:

= + = +  
  כלומר המשוואה הדיפרנציאלית שהתקבלה היא:

=  
− = 0 

  זוהי משוואה הניתנת להפרדה:
− = 0 

  ל שני האגפים:נבצע אינטגרציה ע
− =  
= +  

= ( + ) 
  :ונקבל את הפתרון yנציב חזרה את 

  
   

  :2.13דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

( + ) + 3 = 0 
  

  :2.13פתרון 
  :'yנבודד את 

= − +
3 = − 1

3 − 1
3  

  ניתן לראות שזוהי משוואה הומוגנית.
  נציב:

=  
  לפי הצבה זו מתקיים:

= + = − 1
3 ( + ) 

  כלומר המשוואה הדיפרנציאלית שהתקבלה היא:
= − 1

3 − 4
3  

  זוהי משוואה הניתנת להפרדה:

13 ( + 4 ) + = 0 

3 + 4 + 4 − 4 + = 0 

= ( + ) 
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3 ( + 2) − 4 + = 0 
  ל שני האגפים:ע נבצע אינטגרציה

3
4 + 4 + =  

  :yנציב חזרה את 
3 + 4 + 4 = ∗ 

  :(פונקציה סתומה) הפתרון
 

  
  

  :2.14דוגמא 
  :הדיפרנציאלית הבאה המשוואה פתור את

( + ) − 3 = 0 
  

  :2.14פתרון 
  :x3 -נחלק את המשוואה ב

= +
3 = 1 +

3
 

  ניתן לראות שזוהי משוואה הומוגנית.
  נציב:

=  
  :לפי הצבה זו מתקיים

= + = 1 +
3  

+ = 1
3 + 1

3  
  כלומר המשוואה הדיפרנציאלית שהתקבלה היא:

= 1
3 − 2

3  
  זוהי משוואה הניתנת להפרדה:

13 1 − 2 =  

13 (1 − 2 ) =  

  ל שני האגפים:נבצע אינטגרציה ע
− 1

2 (1 − 2 ) = +  
(1 − 2 ) ⁄ =  

( + 4 ) = ∗∗ 
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  :yנציב חזרה את 
1 − 2

⁄
=  

− 2 = = ′ 
  הפתרון (פונקציה סתומה):

  
  
  

  ה ממעלה שני דיפרנציאליות לעיתים לפתור משוואות בשיטה זו ניתן גםהערה: 
  

  :ממעלה שניה הומוגנית דוגמא למשוואה
  

  :2.15 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

− 1 =  
  :2.15פתרון 

− 1 =  
= + 1 =  

  ניתן לראות שזוהי משוואה הומוגנית.
  נציב:

=  → =  
  לפי הצבה זו מתקיים:

= + = √ + 1 
  המשוואה הדיפרנציאלית שהתקבלה היא:כלומר, 

= √ + 1 −  
  משוואה הניתנת להפרדה: זוהי

√ + 1 − − = 0 
  ל שני האגפים.תן להמשיך בפתרון ע"י אינטגרציה עוני
  
  
  
  
  

  ישנן משוואות שניתן להפוך להומוגניות ע"י הצבה מתאימה, כפי שניתן לראות במסגרת הבאה:

− 2 = ′  
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  מהצורה: המשווא

( + + ) + ( + + ) = 0 
  :אם

= = 0 
  אזי נקבל את המקרה הפרטי:

= − +
+ = − +

+  
  שזוהי משוואה הומוגנית, כפי שהראנו בסעיף הקודם.

  
נה נראית הומוגנית, אולם ע"י הצבת משתנים אה איהמשוו, אזי סאו שניהם שונים מאפ c2או  c1אולם, אם 

  .ניתן להראות שמתקבלת משוואה הומוגנית x,yאחרים במקום 
  אולם ניתן להתגבר על קושי זה ע"י הוספת משתנה.

  :נציב
= −  
= −  

  נקבע אח"כ. β-ו α את כאשר
  אזי נקבל:

= +  
= +  

+ + ( + + ) + + + ( + + ) = 0 
אמנם, נבחר אותם כך שיקיימו את . ו, כך שהמשוואה תהיה הומוגניתכרצוננו β-ו αאנו יכולים לבחור את  כעת

  :הבאה המשוואות מערכת
+ = −
+ = −  

  :ומוגנית הבאההה נקבל את המשוואהו
( + ) + ( + ) = 0 

  הפרדת משתנים.אשר ניתן לפתור אותה בעזרת 
  

  :2.16 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

(2 − ) + ( − 2 − 3) = 0 
  

  :2.16פתרון 
  נציב:

= X +  
= Y +  

  :תאת המשוואה הבאה, אשר איננה הומוגנינקבל 
(2X − Y + 2 − ) X + (X − 2Y + − 2 − 3) Y = 0 



 ]19 [ 
 

  :ומוגניתהשהמשוואה תהפוך למשוואה כך  βα,נקבע את 
2 − = 0
− 2 − 3 = 0   = −1= −2 

  :את המשוואה ההומוגנית קבלונ
(2X − ) + (X − 2 ) Y = 0 

= − 2X −
X − 2 = − 2 −

1 − 2  

  נציב:
=       Y =  

  לפי הצבה זו מתקיים:
= + = − 2

1 − 2  
  כלומר, המשוואה הדיפרנציאלית שהתקבלה היא:

+ X X − 2 − 2 = − 2 
  זוהי משוואה הניתנת להפרדה:

X (X − 2 X) = 2 − 2 
= 2( − 1)

(1 − 2 ) 
(1 − 2 )

− 1 − 2 X
X = 0 

  ל שני האגפים:ע נבצע אינטגרציה

− 1 − 2
− 1 − 2 X

X = 0 
1
2

− 1
+ 1 − ( − 1) − 2 X = . 
( + 1) ⁄

( − 1)( − 1) ⁄ =  
+ 1

( − 1) ( − 1)X =  
( + 1)( − 1) =  

  :X,Yנציב חזרה את 
Y
X + 1 Y

X − 1 X =  
(Y + )(Y − ) =  

  :x,yנציב חזרה את 
Y = + 2 
X = + 1 

  :(פונקציה סתומה) הפתרון
 ( + + 3)( + − 1) =  
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  ת מסדר ראשוןלינאריו משוואות .2.3
  

  משוואה מהצורה:
+ ( ) = ( ) 

  .ארית מסדר ראשוןמשוואה לינ, נקראת בלבד xפונקציות של הן  Q-ו Pכאשר 
  

)פרידה  לינאריתמשוואה  .2.3.1 ( ) ≡ )  
  
  

  :משוואה מהצורה
+ ( ) = 0 

  :או
= − ( )  

  זוהי משוואה פרידה:. נשים לב שלינאריתהיא סוג של משוואה 
= − ( )  

  ל שני האגפים:גרציה ענבצע אינט
= − ( ) +  

 הפתרון:
= ( ) = ( )        ( = ) 

  למען הפשטות, נסמן:
= ( )  

  כלומר:
= ( ) 

  ואז הפתרון:
 

  
  בדוק שזהו אכן הפתרון ע"י גזירתו והצבת נגזרותיו במשוואה הדיפרנציאלית:יתן לנ

= − = − ( ) 
  :נציב במשוואה הדיפרנציאלית

+ ( ) = − ( ) + ( ) = 0 
  

  ∎התקבל פסוק אמת. מכאן שזהו הפתרון של המשוואה הדיפרנציאלית. 
  

   

=  
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  :המקרה הכללי - מסדר ראשון  לינאריתמשוואה  .2.3.2
  
  

  משוואה מהצורה:
+ ( ) = ( ) 

  מסדר ראשון. לינאריתמשוואה , נקראת xהן פונקציות של  P,Qכאשר 
  על מנת לפתור משוואה מסוג זה,

  :eI -ב המשוואה אגפיאת שני נכפיל 
( + ( ) ) = ( )  

  נשים לב שמתקיים:
( ) = ( + ( ) )  

  
  ל:נציב את התוצאה הקודמת ונקב

( ) = ( )  
  על שני האגפים: xלפי  בלבד, אזי נוכל לבצע אינטגרציה xהינן פונקציות של  eI -ו Q -היות ש

= ( ) +  
  ונקבל את הפתרון:

= ( ) +  
  :כאשר

= ( )  
  

  .גורם אינטגרציההיא זו שאפשרה את האינטגרציה. לפיכך גורם זה נקרא  eהמשוואה בגורם  הערה: הכפלת
  
  
  

  :3.1 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

− 2 = 1 
  :3.1פתרון 

  :המוכרתה תבצור. נכתוב אותה לינאריתזוהי משוואה 
− 2 = 1  

) נחשב את ), ( ), ,:  
( ) = − 2        
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   ( ) = 1  
= ( ) = − 2 = −2  

= = 1  
  נציב בתבנית הפתרון:

= 1 1 +  
= ∙ − 1

4 +  
  :והפתרון

= − 1
4 +  

  :3.2דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

+ (1 + ) =  
  :3.2פתרון 

  , נכתוב אותה בצורתה המוכרת:לינאריתזוהי משוואה 
+ 1 + =  

)נחשב את  ), ( ), ,:  
( ) = 1 +  
( ) =  
= ( ) = 1 + = +  

= =  
  :נציב בתבנית הפתרון

= ( ) +  
= +  

     = +  
    = 2 +  

  והפתרון:
 

  
  

  :3.3דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

= 1
2 +  
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+ ( − ) = 0 
  :3.3פתרון 

 נכתוב את המשוואה בצורה הבאה:
+ 1 = 1 

  .י תלויתלמשתנה בהוא  yר , כאשx-זו משוואה לינארית ב
)נחשב את  ), ( ), ,:  

  
( ) = 1  

( ) = 1 

= = 1 = ( ) 
 

= ( ) =  
= 1  

  :נציב בתבנית הפתרון
= ( ) +  

    = 1 1 + 1  

    = 1 ( )
2 +  

    = 2 +  
 הפתרון (פונקציה סתומה):

  
  
  

  :נוספות משוואות לינאריותדוגמאות ל
+ = 3 

+ =  
   

( ) + = 2  
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  משוואות לא ליניאריות .2.4
  

בסעיף זה נראה מספר משוואות דיפרנציאליות לא לינאריות אשר ניתן להפוך למשוואות לינאריות ע"י הצבה 
  מתאימה. את המשוואה הלינארית שהתקבלה ניתן לפתור באמצעות השיטות שהראנו לעיל.

  ימשוואת ברנול .2.4.1
  

משוואות דיפרנציאליות לא לינאריות אשר ניתן להפוך למשוואות לינאריות ע"י הצבה בסעיף זה נראה מספר 
משוואת ברנולי מתאימה. את המשוואה הלינארית שהתקבלה ניתן לפתור באמצעות השיטות שהראנו לעיל.

  ) אשר פתר אותה לראשונה.1654-1705השוויצרי ברנולי ( מתמטיקאינקראת על שם ה
  
  

  משוואה מהצורה:
+ ( ) = ( )  

  .משוואת ברנולינקראת  ,1-ומ 0-השונה מ ,כלשהו מספר ממשי הוא kכאשר 
   על מנת לפתור משוואה מסוג זה,

  :y-k -המשוואה באגפי  2נכפיל את 
+ ( ) = ( ) 

  נציב:
=  

  נשים לב שהצבה זו מקיימת:
= (1 − )  

  הבאה: לינאריתנקבל את המשוואה ה
′

1 − + ( ) = ( ) 
  .אשר ניתן לפתור אותה בעזרת הכפלה בגורם אינטגרציה, כפי שהראנו לעיל

  
  :4.1 דוגמא

  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את
+ 1 = + 4 

  :4.1פתרון 
  נציב:

=  
  קיימת:הצבה זו מ

= 3  
  הבאה: לינאריתנקבל את המשוואה ה

1
3 + 1 = + 4 

  נכתוב אותה בצורתה המוכרת:
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+ 3 = 3( + 4) 
) נחשב את ), ( ), ,:  

( ) = 3 
( ) = 3( + 4) 
= ( ) = 3 = 3  

= = =  
  הפתרון:נציב בתבנית 

= ( ) +  
 

= 1 3( + 4) +  

    = 3
6 + +  

  :yנציב חזרה את 
=  

= 2 + 3 +  
  והפתרון:

 
 

  
דורש "י הצבה מתאימה. נושא זה לצורה של משוואה לינארית ע ניתן להביאןמשוואות שסוגים נוספים של  ישנן

  מיומנות רבה.
  :4.2דוגמא 

  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את
+ =  

  :4.2פתרון 
  :, ולכן נציב'sin y y-היא  cos yנשים לב כי הנגזרת של 

=  
  הצבה זו מקיימת:

= −  
  :הבאה לינאריתאת המשוואה ה נקבל

− ∙ = −  
) נחשב את ), ( ), ,:  

( ) = −  
( ) = −  

y = 2 + 3 +  
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= ( ) = − =  
=  

  נציב בתבנית הפתרון:
= ( ) +  
= (− ) +  

  נפתור את האינטגרל בעזרת הצבה:
=           = −  

  ונקבל:
= +  

    = + = 1 +  
  :yנציב חזרה את 

=  
  והפתרון:

 
  

  )Clairautמשוואת קלרו ( .2.4.2
  

  ) אשר פתר אותה לראשונה.1713-1765נקראת על שם המתמטיקאי הצרפתי קלרו ( משוואת קלרו
  

  משוואה מהצורה:
= + ( ) 

  .'yהיא פונקציה כלשהי של   כאשר
  .משוואת קלרונקראת 

  הגבוהה יותר מאחד.משוואה מסדר ראשון, אך ממעלה  זוהי
 

  יב:על מנת לפתור משוואה מסוג זה, נצ
=  

  :הצבה זו מקיימת
 

  והוא תואם בדיוק את המשוואה הדיפרנציאלית, לאחר ההצבה שקבענו. פתרון של המשוואה זהו
  יתכנו פתרונות אחרים למשוואה זו, אך כרגע לא נדון בהם.הערה: 

  
  :4.3 דוגמא
  פתרון של המשוואה הדיפרנציאלית הבאה:מצא 

− + 3 = 0 
  :4.3פתרון 

= = (1 + ) 

= + ( ) 
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  נשים לב שזוהי משוואת קלרו.
  נכתוב אותה בצורתה המוכרת:

= + 3
′ 

  :נציב
=  

  :הצבה זו מקיימת
 

  קבוע כלשהו. cכאשר 
 

  יקותימשוואות מדו .2.4.3
  
  

  מהצורה: משוואה
( , ) + ( , ) = 0 

  :כאשר
=  

  משוואה מדוייקת.נקראת 
  דרכים: 2- ור משוואה מסוג זה, בניתן לפת

  - דרך א'
  האגפים (על כל אחד מהאיברים בסכום בנפרד) ונקבל את הפתרון. 2נבצע אינטגרציה על 

  - ב' דרך
  :נציב

( , ) =  
  –:הצבה זו מקיימת

= + = ( , ) + ( , )  
  ואז נוכל לזהות:

= ( , )  
  מתייחסים כאל קבוע): yהאגפים (אל  2על  xנבצע אינטגרציה לפי 

( , ) = ( , )
.

+ ( ) 
  מתייחסים כאל קבוע): xהאגפים (אל  2על  yנבצע גזירה לפי 

= ( , )
.

+ = ( , ) 
)את  כךומתוך   את וכך ניתן למצוא ).  

  
  

= + 3 
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  :4.4 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

( − ) + ( − ) = 0 
  :4.4פתרון 

  קת שהרי:ימשוואה מדויניתן לזהות שזוהי 
= ( − ) = −1 = ( − ) =  

  פתרון בדרך א':
  בצורה הבאה: וואה המדוייקתניתן לכתוב את המש

+ − ( + ) = 0 
  או:

+ − ( ) = 0 
 

  (על כל אחד מהאיברים בסכום, בנפרד), ונקבל את הפתרון: ,האגפים 2נבצע אינטגרציה על 
 

  
  :4.5דוגמא 

  :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה פתור את
(2 + 3 ) + (3 + − 1) = 0 

  :4.5 פתרון
  

  :ניתן לזהות שזוהי משוואה מדוייקת שהרי
= 3 =  

  :'דרך אפתרון ב
  בצורה הבאה: ניתן לכתוב את המשוואה המדוייקת

2 + − + 3( + ) = 0 
  או:

2 + − + 3 ( ) = 0 
  (על כל אחד מהאיברים בסכום, בנפרד), ונקבל את הפתרון: ,האגפים 2נבצע אינטגרציה על 

 
  

  :'דרך בפתרון ב
= 2 + 3  

  מתייחסים כאל קבוע): yהאגפים (אל  2על  xנבצע אינטגרציה לפי 
= (2 + 3 ) + ( ) 

    = 1
2 + 3 + ( ) 

3 + 3 − =  

2 + 2 − + 3 =  
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  :יחסים כאל קבוע)מתי y(אל  yהאגפים לפי  2נבצע גזירה על 
= 3 +  ( ) = 3 + − 1 

  מכאן ש:
′( ) = − 1 
( ) = ( − 1) = 2 − +  

  הפתרון:ו
 

  
  

  :4.6דוגמא 
  :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה פתור את

(4 − 2 ) + (3 − ) = 0 
  

  :4.6פתרון 
  משוואה מדוייקת שהרי: שזוהי תניתן לזהו

= 12 − 2  

= 12 − 2  
  

  :'דרך אפתרון ב
  :ניתן לכתוב את המשוואה המדוייקת בצורה הבאה

4 + 3 − 2 − = 0 
  או:

( ) − ( ) = 0 
  (על כל אחד מהאיברים בסכום, בנפרד), ונקבל את הפתרון: ,האגפים 2נבצע אינטגרציה על 

 
  

  :'בדרך פתרון ב
= 4 − 2  

  מתייחסים כאל קבוע): y(אל  xלפי  האגפים 2נבצע אינטגרציה על 
= − + ( ) 

  :מתייחסים כאל קבוע) y(אל  yהאגפים לפי  2נבצע גזירה על 
= 3 − + ( ) = 3 −  

  מכאן ש:
′( ) = 0 
( ) =  

( , ) = 1
2 + 3 + 2 − =  

− =  
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  והפתרון:
 

  
  :4.7 דוגמא

  :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה פתור את
( + ) + ( − ) = 0 

  :4.7פתרון 
  וייקת שהרי:ניתן לזהות שזוהי משוואה מד

= − +  

= −  
  פתרון בדרך א':

  ניתן לכתוב את המשוואה המדוייקת בצורה הבאה:
( − ) + ( + ) = 0 

  
  :או

( ) + ( ) = 0 
  :(על כל אחד מהאיברים בסכום, בנפרד), ונקבל את הפתרון ,האגפים 2נבצע אינטגרציה על 

 
  

  :'דרך בפתרון ב
= +  

  מתייחסים כאל קבוע): y(אל  xהאגפים לפי  2נבצע אינטגרציה על 
= + +  ( ) 

  :מתייחסים כאל קבוע) y(אל  yגפים לפי הא 2נבצע גזירה על 
= − + + ′( ) = −  

  מכאן ש:
′( ) = 0 
( ) =  

  הפתרון:ו
 

  
   

( , ) = − =  

+ =  

( , ) =– + =  
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  הפיכת משוואה למשוואה מדוייקת .2.4.4
  
  

   מהצורה: משוואה
( , ) + ( , ) = 0 

  כאשר 
≠  

  .מדוייקת היא משוואה לא
  ניתן להפוך אותה למשוואה מדוייקת ע"י הכפלת שני אגפי המשוואה בגורם אינטגרציה.

  אינטגרציה:הגורם חישוב כללים ל
  אם': אמקרה 

−
( , ) = ( ) 

  בלבד, אזי xפונקציה של הוא 
( )  

  .תאיםהוא גורם האינטגרציה המ
  אםמקרה ב': 

−
( , ) = − ( ) 

  בלבד, אזי yפונקציה של הוא 
( )  

  .המתאיםאינטגרציה הגורם הוא 
  יש גם מקרים נוספים, אותם נראה בהמשך.הערה: 

  
  :4.8 דוגמא

  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את
( + + ) +  = 0 

  :4.8פתרון 
  :קייםבמשוואה זו מת

=  
= 2  

  כלומר, המשוואה אינה מדוייקת.
  אולם:

− = 2 − = 1 = ( ) 
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  :ולכן
( ) = = =  

  אינטגרציה.הגורם הוא 
  :את המשוואה המדוייקת הבאה ונקבלהאגפים בגורם האינטגרציה נכפיל את שני 

( + + ) + = 0 
  

  כעת מתקיים:
= = 2  

 נפשט את המשוואה שהתקבלה:
+ + ( + ) = 0 

  
+ + ( + ) = 0 

  כאשר:
( + ) = ( ) 

  :את הפתרון (פונקציה סתומה) נקבלואחרי אינטגרציה איבר איבר 
 

  
  

  :4.9 דוגמא
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

(2 + 2 + ) + ( − − 3 ) = 0 
  

  :4.9פתרון 
  מתקיים:במשוואה זו 

= 8 + 2 + 6 + 1 

= 2 − 2 − 3 
≠  

  המשוואה אינה מדוייקת.כלומר 
  אולם:

− = 8 + 8 + 4 
− = 4 = − ( ) 

  ולכן:
( ) = = = =  

4 + 3 + ( )
2 =  
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  .אינטגרציהההוא גורם 
  :הבאה מדוייקתהמשוואה נכפיל את שני האגפים בגורם האינטגרציה ונקבל את ה

2 + 2 + 1 + − − 3 = 0 
  :כעת מתקיים

= 2 − 2 − 3  

= 2 − 2 − 3  
  ולכן:

= 2 + 2 + 1  

= + + +  ( ) 

= − − 3 + ( ) = − − 3  
′( ) = 0 
( ) =  

  הפתרון:ו
 
   

( , ) = + + =  
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  מסדר שנידיפרנציאליות משוואות  .3
  משוואות לינאריות .3.1

  
  משוואה מהצורה:

+ ( ) + ( ) = ( ) 
  בפיסיקה. ה לעתים קרובות מאודואה זו מופיע. משומשוואה לינארית מסדר שנינקראת 
  .הומוגנית לינאריתמשוואה נקראת אז המשוואה  R(x)=0כאשר 

  שנביאו ללא הוכחה: מסדר שני ישנו משפט חשוב על משוואות לינאריות
של  הכלליהומוגנית, אזי הפתרון משוואה הפתרון של ההוא  y2Hהוא פתרון של המשוואה ההומוגנית, וכן  y1Hאם 

  :הפתרונות צירוף ליניארי של שני וגנית יהיההמשוואה ההומ
+  

  קבועים כלשהם. B - ו Aכאשר 
  הומוגנית, אזי:- הוא פתרון כלשהו של המשוואה האי YNואם 

+ + – 
  הומוגנית.-של המשוואה האי הכללייהיה הפתרון 

  
  בועיםת עם מקדמים קוהומוגני תולינארי משוואות .3.1.1

  
  משוואה מהצורה:

+ + = 0 
  ,םהם מספרים כלשה b -ו aכאשר 
  עם מקדמים קבועים, מסדר שני. הומוגנית לינארית משוואה נקראת
  דוגמא לפתרון משוואה כזו ולאחר מכן נביא את הכלל לפתרון משוואות מסוג זה.כעת נראה 

  
  :6.1 דוגמא

   אה:המשוואה הדיפרנציאלית הב פתור את
+ 5 − 6 = 0 

  :6.1פתרון 
  במקרים אלו תמיד ננחש פתרון מהצורה:

=  
 נגזור את הפתרון:

=  
=  

  , נקבל:ולאחר הצבת הפתרון ונגזרותיו במשוואה הדיפרנציאלית
+ 5 − 6 = 0 

 או:
+ 5 − 6 = 0 

  של המשוואה הדיפרנציאלית הנתונה בדוגמא. הפולינום האפייניפולינום זה נקרא 
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  נחשב את שורשי הפולינום:
= 1 
= −6 

  הם פתרונות. e-6x -ו exכלומר, 
  ואמנם, אם נציב במשוואה:

+ 5 − 6 = + 5 − 6 = 0 
  פתרון. ex התקבלה זהות ולכן

  :e-6xכן, נציב  כמו
+ 5 − 6 = 36 − 30 − 6 = 0 

  הוא פתרון. e-6xגם התקבלה זהות ולכן 
  לפי המשפט הנ"ל, הפתרון הכללי יהיה:

 
  

  ואמנם נציב ונראה שהוא פתרון:
+ 5 − 6 = ( + 36 ) + 5( − 6 ) − 6( + ) = 0 

  
  

  :מהצורה משוואה
+ + = 0 

  הם מספרים כלשהם, b - ו aכאשר 
  הומוגנית עם מקדמים קבועים, מסדר שני. לינאריתמשוואה נקראת 

  על מנת לפתור משוואה מסוג זה,
 :נרשום את הפולינום האפייני של המשוואה

+ + = 0 
 ונגזרותיו במשוואה) =מהצבת הפתרון (פולינום זה מתקבל כתוצאה 

  נמצא את שורשי הפולינום:
± = − ± √ − 4

2  
  מקרים: 3ונפריד בין 
 מקרה א':

מתקיים:אם   
− 4 > 0 

  
  אז הפתרון הוא מהצורה:

  
  מקרה ב':

  אם מתקיים:
− 4 < 0 

  אינם ממשיים) ±כלומר, (

= +  

= +  
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  ב:במקרה זה נוכל לכתו

± = − ± √4 −
2  

4√כאשר    ממשי חיובי. ואז נקבל את הפתרון הכללי: −
= ( + ) 

 
  כאשר:

= − 2
2 

 
  כעת, לפי נוסחת אוילר:

= +  
= −  

  ולכן:
= ( + ) + ( − )  

 
  

  :ג'מקרה 
  אם מתקיים:

− 4 = 0 
  שווים זה לזה). ±כלומר, (

 
  לפולינום האפייני: במקרה זה יש רק פתרון אחד

= −
2  

מוגנית:ולכן נקבל רק פתרון אחד למשוואה ההו  
=  

  ).של שני פתרונות צירוף ליניאריהרי הפתרון הכללי הוא (איך נקבל את הפתרון הכללי?  אם כך,
  :אלא, נוכיח שישנו פתרון נוסף

=  
  ואמנם:

= − 2 + = 1 − 2  
= − 2 1 − 2 + − 2 = − + 4  

+ + = − + 4 + 1 − 2 + = − + 4 + − 2 +  
  :ומכיוון ש

   = ( + ) + ( − )  
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= 4  
  .0 -, ומקבלים שהמשוואה הנ"ל שווה להביטוי שבסוגריים מתאפס

 :צירוף ליניארי של שני הפתרונות הנ"ל יהיה הכלליומכאן שהפתרון 
 
  

  :6.2דוגמא 
  פתרון של המשוואה הדיפרנציאלית הבאה:מצא 

+ − 6 = 0 
  :6.2פתרון 
  נציב:

=  
  :הפולינום האפייני

+ − 6 = 0 
  :שורשיו

= 2,     = −3 
  הוא:הכללי ולכן הפתרון זהו מקרה א', 

 
  

  :6.3דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

− − 12 = 0 
  :6.3פתרון 

  ת באותה דרך, כלומר:, ונפתר3משוואה לינארית הומוגנית מסדר  זו
  נציב:

=  
  הפולינום האפייני:

− − 12 = 0 
( − − 12) = 0 

  שורשיו:
= 0,     = −3,     = 4 

  הוא: הכללי ולכן הפתרוןזהו מקרה א', 
 

  :6.4דוגמא 
  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את

− 2 + = 0 
  :6.4פתרון 

= +  

= +  

= + +  



 ]38 [ 
 

  נציב:
=  

 הפולינום האפייני:
− 2 + 1 = 0 

( − 1) = 0 
  שורשיו:

, = 1 
 

  ולכן הפתרון הכללי הוא:זהו מקרה ג', 
 

  
  :6.5דוגמא 

  המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: פתור את
+ + = 0 

  :6.5פתרון 
 נציב:

=  
  הפולינום האפייני:

+ + 1 = 0 
  שורשיו:

, = −1 ± √1 − 4
2 = −1 ± √3

2  
 זהו מקרה ב' ולכן הפתרון הכללי הוא:

= √ + √  
    = √ + √  

    = √3
2 + √3

2 + √3
2 − √3

2  

    = ( + ) √3
2 + ( − ) √3

2  
 

  
  

  :6.6דוגמא 
  של המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: הכללי פתרוןה את מצא

( ) − 8 + 16 = 0 
  :6.6פתרון 
  נציב:

= +  

    = ′ √3
2 + ′ √3

2  
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=  
   הפולינום האפייני:

− 8 + 16 = 0 
( − 4) = 0 

  שורשיו:
, = 2,     , = −2 

  הפתרון הכללי יהיה: זהו שילוב של מקרים א',ב' ולכן
 

  
  :6.7דוגמא 

   של המשוואה הדיפרנציאלית הבאה: הכללי פתרוןאת המצא 
− 9 + 27 − 27 = 0 

  :הפולינום האפייני
  

( − 3) = 0 
  שורשיו:

, , = 3 
  

  הפתרון הכללי יהיה: זהו מקרה ב', ולכן
 

  
  נראה עתה דוגמא פיסיקלית למשוואה לינארית הומוגנית עם מקדמים קבועים:

  
 :6.8דוגמא 

  
כפונקציה  קומו של הגוףינכי. מצא את מבקצה קפיץ א מתנודד mמסה גוף בעל 
  של הזמן.

  
  :6.8פתרון 

  
הוא  k, כאשר ky-הוא  mאת ההעתק של המסה מנקודת שיווי המשקל. נזכור שהכח המחזיר על המסה  y - נציין ב

  ) מציין שהכח וההעתק הם בכיוונים הפוכים.- קבוע הקפיץ, והסימן (
  אזי, מהחוק השני של ניוטון נקבל:

= −  
  :או נסמן

+ = 0 

6 6 6 
 שיווי משקל

 
  y 

= + + +  

= + +  
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  זו משוואה לינארית הומוגנית.
  :נסמן

=  
  ואז נקבל:

+ = 0 
  נניח פתרון:

=  
  הפולינום האפייני:

+ = 0 
  שורשיו:

= ±  
  ולכן הפתרון הכללי:

= +  
 

  קבועים שרירותיים. B1 - ו A1כאשר 
  נציב:

=  
=  

  ונקבל:
 
 

הדיפרנציאלית  משוואההכלומר, זו משוואת התנועה של הגוף. גוף המקיים משוואת תנועה כזו, או המקיים את 
 .תנועה הרמוניתנע בהנתונה, 

  .למצוא פתרון מסויים ה מסויימים על מנת. נניח עתה תנאי התחלהבעיהזהו הפתרון הכללי של 
  בפתאומיות. ס"מ מתחת לשיווי משקל, ואז נעזב 10 נניח שהגוף הוחזק

  במצב שיווי משקל). t=0 y=-10 )y=0 - כלומר ב
  כמו כן,

מהירות הגוף =
=0

= 0 
  :ואז נקבל מתוך

= +  
= −  

−10 = ∙ 0 + ∙ 1 
0 = ∙ 1 − ∙ 0 

= 0 
= −10 

y = A sin ωt + B cos ωt 

= ( + ) 
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  ומכאן שהפתרון המסויים לבעיה הנ"ל יהיה:
 

, אז פעם לנוע החל הגוףאם ת. המשוואה האחרונה אומרת שהבעיה שפתרנו זה עתה אינה ריאלית מבחינה מעשי
במציאות התנודות יחלו לדעוך עד שהמערכת נכון.  לאודאי וב מעלה ומטה לעולם. זה ד בתנודותיותמיי אהו

  .החיכוךשהזנחנו את  כךב יסיקליות לבין התשובה המתמטית היאההתאמה בין העובדות הפ-תעצר. הסיבה לאי
בפיסיקה שישנו כח מחזיר שהוא פרופורציונלי הנחה מתקבלת על הדעת עבור בעיה זו ועבור בעיות רבות דומות 

  למהירות הגוף.
  -נסמן כח זה ב

−  
<כאשר  0.  

  ואז חוק ניוטון השני יהיה: .בכיוון מנוגד למהירותכוח זה הוא 
= − −          /:  

+ + = 0 
  נסמן:

=  
2 =  

  ונקבל משוואה לינארית הומוגנית עם מקדמים קבועים:
+ 2 + = 0 

  נפתור את המשוואה:
+ 2 + = 0 

= − ± −  
  , וניתנים להם השמות הבאים:ω - ל b2 ביןביחס ש ותסוגי תשובות לבעיה, התלוי השלוש כעת יש
  <) כאשר: over-dampedמרוסנת (תנועה 
  =: כאשר )critically dampedקריטית (תנועה 
  >: כאשר )under-dampedבלתי מרוסנת (תנועה 

  
  נדון בכל מקרה בנפרד:

  ה מרוסנתתנוע
√אזי  < -ש היות   שליליים: μ. אזי שני השורשים של b - ממשי וקטן מ −

= − = + −  
= − = − −  

  והפתרון הכללי הוא:
  
  

= −10  

= +  
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הולך וקטן עם הזמן, ואין כלל תנועה מחזורית (כח החיכוך המחזיר מבטל את  y ניתן לראות בפתרון,כפי ש
  .)השפעת הכח ההרמוני

  
  קריטית הנועת

  שני פתרונות שווים: נםיש =כאשר 
= = −  

  ואז הפתרון הכללי הוא:
= +  

 
 

  .וי משקל ולא לתנועה מחזוריתלשיו הוא חוזרלכח חיכוך מחזיר גדול, ולכן  נתון בשני המקרים הנ"ל, הגוף
  

  מרוסנת-תנועה בלתי
√זי א >כאשר  =הוא מדומה. נסמן  − √ =ממשי, אזי  − √   , ואז השורשים הם:−

, = − ±  
  כלומר, הפתרון יהיה:

= ( ) + ( )  
= ( + ) 

 
  

קטנות ו הולכות האוסצילציות . בגלל המקדם למה שאנו יודעים שבד"כ קורה לגוף זו היא בהתאם תוצאה
  באמפליטודה עם הזמן.

=כמו כן נשים לב שהתדירות  √   היא  פחות מהתדירות של האוסילטור החופשי. −
 ת למספר רב של בעיות בפיסיקה, כגון:ומושישי בפרק זה דנו ןבה המשוואות הדיפרנציאליותראוי לציין ש

כמו (של מבנים  תנודות ),מחט של מכשיר מדידהכמו מטוטלת קולן ו( בקפיץ ויברציות מכניות מחוץ לגוף הקשור
  חשמל.בעיות ו תנודות האטום בגביש), מטוסיםו גשרים

  
 משוואות לינאריות לא הומוגניות עם מקדמים קבועים .3.1.2

  
למשוואה  מסוייםפתרון  למצוא לי של המשוואה ההומוגנית. בפרק זה נלמדהפתרון הכל למדנו למצוא אתכבר 

שהרי, סכום הפתרון הכללי של  .של המשוואה הלא הומוגנית נוכל לקבל את הפתרון הכללי וכך הלא הומוגנית
הומוגנית, רון מסויים של המשוואה הלא הומוגנית מהווה פתרון כללי למשוואה הלא תהמשוואה ההומוגנית ופ
  לפי משפט שהובא לעיל.

   

= ( + )  

= ( + ) 
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  משוואה מהצורה:

+ + = ( ) 
)הם מספרים כלשהם,  b - ו aכאשר  ) ≠ 0,  

  לא הומוגנית עם מקדמים קבועים, מסדר שני. לינאריתמשוואה נקראת 
  למשוואה הלא הומוגנית. ביא מספר שיטות למציאת פתרון מסוייםנ
  

  רציהשיטת האינטג-א'שיטה 
  

  נרשום את המשוואה באופן הבא:
( + + ) = ( ) 

  לגורמים: נפרק את הפולינום
(D + )( + ) = ( ) 

  
 :y-, במקום אחד הגורמים המוכפל בuונציב משתנה חדש, 

(D + ) = ( ) 
  בעזרת גורם אינטגרציה. uעבור  אשר נפתור אותה לינאריתמשוואה  נקבל
  חזרה בפתרון שהתקבל: נציב

( + ) =  
  בעזרת גורם אינטגרציה. yאשר נפתור אותה עבור  לינאריתושוב נקבל משוואה 

  
לא הומוגנית עם מקדמים  לינאריתהערה: יתרונות שיטת האינטגרציה הן הפשטות שבה והתאמתה לכל משוואה 

  אשר שיטות אחרות.עבודה יותר מ היא ארוכה ודורשתש חסרונה הוא בכך. אולם, קבועים מסדר שני
  

  :6.9דוגמא 
 :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה פתור את

+ − 2 =  
  :6.9פתרון 

  :כתובנ
( + − 2) =  

  :או
( − 1)( + 2) =  

  נציב:
= ( + 2)  

  :uעבור  מסדר ראשון לינארית משוואה דיפרנציאלית קבלנו
( − 1) =  

  :או
− =  
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  כלומר, הפתרון יהיה:
= +  

  כאשר:
=  

  :וכאשר
=  
= −1 

  :אם כן
= (−1) = −  
= +  

 = +  
  , ונקבל:uעבור  נציב את הפתרון עתכ

+ = ( + 2)  
  :yקיבלנו משוואה לינארית מסדר ראשון עבור 

+ 2 = +  
= 2 
= +  

= = 2  
= +  

 = ( + ) +  
 = ( + ) +  
 = − + +  

 והפתרון הוא:
 

  
  

מוגנית (שני ההוהמשוואה ת הפתרון של א של המשוואה הלא הומוגנית הכולל בתוכו זהו הפתרון הכללי
  הומוגנית (המחובר הראשון).משוואה הלא של ה פתרון מסויים המחוברים האחרונים) וכן

   

= 1
3 + ∗ +  
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  שוואת המקדמיםשיטת ה- 'בשיטה 
  

  מהצורה:תן משוואה נבהי
+ + = ( ) 

  
  .לפי הטבלה בהמשך* נגזרותיוו של אגף ימין לינאריתפתרון שהוא קומבינציה  נבחר כפתרון מסויים

  .לינאריתכעת נותר למצוא את ערכי הפרמטרים המשתתפים בקומבינציה ה
  נציב את הפתרון ואת נגזרותיו באגף שמאל של המשוואה הדיפרנציאלית.

נשווה את מקדמי הביטויים באגף שמאל עם מקדמי הביטויים באגף ימין וכך נמצא את ערכי הפרמטרים 
  הנדרשים.

  
להעיר כי אם אגף ימין של המשוואה כולל בתוכו פתרון למשוואה ההומוגנית המתאימה, אז הצורה של  חשוב

בחזקת המספר הטבעי המינימלי כך שהצורה כבר  x-הפתרון הפרטי תהיה בהתאם לטבלה הבאה אבל מוכפלת ב
  לא מהווה פתרון למשוואה ההומוגנית.

  
  הבאה: בחירת צורת הפתרון הפרטי מתבצעת לפי הטבלה*

  את הפונקציה הבאה: אז נבחר כפתרון מסויים  אם הפונקציה באגף ימין היא מהצורה:
)   nפולינום ממעלה  ) = ( =   nפולינום ממעלה  ( ( ) 

פונקציה 
  אקספוננציאלית

( ) =   ית פונקציה מעריכ 
  (עם אותו מעריך כמו אגף ימין)

=  

)  פונקציה טריגונומטרית  ) = +   פונקציה טריגונומטרית 
כמו  xמקדם של (עם אותו 

  )באגף ימין
= +  

  
את הפתרון הכללי של המשוואה  שיטה זו משמשת רק למציאת הפתרון הפרטי של המשוואה ההומוגנית.הערה: 

זו שיטה קלה אך חסרונה בכך שהיא לא מתאימה לכל סוג של  ראנו לעיל.ים לפי השיטה שהמוצאההומוגנית 
  .או מכפלה ביניהן משוואות אלא רק לכאלו שאגף ימין הוא מהצורה המובאת בטבלה לעיל

 נקציהבפו הוא אינסופי, כמו למשל מופיעה פונקציה שמספר הנגזרות שלה באגף ימין אינה יעילה כאשרהשיטה 
tan.  

  
  :לשימוש בטבלה דוגמאות

  
  אם המשוואה היא מהצורה:  .א

( + + ) = 2  
  :נבחר כפתרון מסוייםאז 

= + + +  
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  אם המשוואה היא מהצורה:  .ב
+ + = +  

  :אז נבחר כפתרון מסויים
= +  

 
  אם המשוואה היא מהצורה:  .ג

+ + = 2 3  
 אז נבחר כפתרון מסויים:

= 3 + 3  
  

  :6.10דוגמא 
 :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה פתור את

+ − 2 = −  
  :6.10פתרון 

  :המתאימה ההומוגניתראשית נפתור את המשוואה 
+ − 2 = 0 

  הפולינום האופייני:
+ − 2 = 0 

( − 1)( + 2) = 0 
  שורשיו:

= 1,     = −2 
  הפתרון הכללי של המשוואה ההומוגנית:

= +  
  כעת נמצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוגנית.

  יהאגף ימין של המשוואה הנתונה הוא פולינום ממעלה שנ
  :היא הומוגניתצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא נניח שולכן 

= + +  
  :נגזור את הפתרון

′ = 2 +  
′′ = 2  

  נציב את הפתרון ואת נגזרותיו במשוואה הנתונה:
2 + (2 + ) − 2 − 2 − 2 = −  

  
  ת השונות בשני אגפי המשוואה:נשווה בין מקדמי כל אחת מהפונקציו

  
  :מקדמי 

−2 = 1 
  :מקדמי 

2 − 2 = −1 
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  :מקדמי 
 
2 + − 2 = 0 

 נקבל את ערכי הפרמטרים:
= − 1

2 ,     = 0,     = − 1
2 

  :הוא ולכן הפתרון המסויים
= − 1

2 ( + 1) 
  והפתרון הכללי:

 
  

  :6.11דוגמא 
  

 :ה הדיפרנציאלית הבאההמשווא פתור את
  

− 3 + 2 = +  
  :6.11 פתרון

  
  :המתאימה משוואה ההומוגניתראשית נפתור את ה

− 3 + 2 = 0 
  הפולינום האופייני:

− 3 + 2 = 0 
  שורשיו:

= 2,     = 1 
  ההומוגנית: וואההכללי של המש פתרוןה

= +  
  כעת נמצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוגנית.

  אגף ימין של המשוואה הנתונה הוא סכום של פולינום ממעלה שניה ופונקציה טריגונומטרית
  :היא הומוגניתצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא נניח שולכן 

= + + + +  
  :נגזור את הפתרון

′ = 2 + + −  
′′ = 2 − −  

  נציב את הפתרון ואת נגזרותיו במשוואה הנתונה:
2 − − − 3(2 + + − ) + 2( + + + + ) = +  

  
  נשווה בין מקדמי כל אחת מהפונקציות השונות בשני אגפי המשוואה:

= + − 1
2 ( + 1) 
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  :מקדמי 

2 = 1 
  :מקדמי 

−6 + 2 = 0 
  :מקדמי 

2 − 3 + 2 = 0 
  :מקדמי 

+ 3 = 1 
  :מקדמי 

− − 3 = 0 
פרמטרים:נקבל את ערכי ה  

= 1
2 

= 3 = 3
2 

2 = 3 − 2 = 9
2 − 2

2 = 7
2      ⟹      = 7

4 
= 3 − 1 

− − 3(3 − 1) = 0 
−10 = −3 

= 3
10 

= 3 ∙ 3
10 − 1 = 9

10 − 1 = − 1
10 

  :ולכן הפתרון המסויים הוא
= 1

2 + 3
2 + 7

4 − 1
10 + 3

10  
ן הכללי:והפתרו  

 
  
  

ואז צורתו אינה  ביטוי שהוא פתרון של המשוואה ההומוגנית, מופיע נראה כעת דוגמא למצב שבו באגף ימין
, x2-או ב x-) ולכן יש להכפילו ב0הצבתו באגף שמאל נותנת  שכן( מתאימה להיות פתרון למשוואה הלא הומוגנית

  כפי שהוזכר לעיל.
  

  :6.12דוגמא 
  :נציאלית הבאההמשוואה הדיפר פתור את

− 3 + 2 =  
  :6.12פתרון 

  :המתאימה (מהתרגיל הקודם) ההומוגניתנרשום את פתרון המשוואה 

= + + 1
2 + 3

2 + 7
4 − 1

10 + 3
10  
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= +  
  מסויים:אם נבחר כפתרון  כעת,

=  
בל אפס, ובאגף ימין ישנו ביטוי באגף שמאל נק שכן .נקבל סתירהונגזור אותו ונציב במשוואה הדיפרנציאלית, 

  :x-ינו להכפיל במאפס. לכן על השונה
=  

  :נגזור את הפתרון
= + 2  

= 2 + 2 + 4 = 4 + 4  
  גזרותיו במשוואה הנתונה:נציב את הפתרון ואת נ

 
4 + 4 − 3 − 6 + 2 =  

  נשווה בין מקדמי כל אחת מהפונקציות השונות בשני אגפי המשוואה:
  :מקדמי 

= 1 
  :ולכן הפתרון המסויים הוא

=  
 

  :והפתרון הכללי
   = + +  
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  :6.13דוגמא 

 :המשוואה הדיפרנציאלית הבאה פתור את
− 5 + 6 = + 2  

  :6.13 פתרון
  

  :המתאימה משוואה ההומוגניתראשית נפתור את ה
− 5 + 6 = 0 

  הפולינום האופייני:
− 5 + 6 = 0 

( − 3)( − 2) = 0 
  שורשיו:

= 2,     = 3 
  ההומוגנית: הכללי של המשוואה פתרוןה

= +  
  כעת נמצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוגנית.

  אגף ימין של המשוואה הנתונה הוא סכום של פולינום ממעלה שניה ופונקציה מעריכית
  :היא הומוגניתצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא נניח שולכן 

= + + +  
  :נגזור את הפתרון

= + 2 + 2 +  

= 2 + 2 + 4 + 2  
  נציב את הפתרון ואת נגזרותיו במשוואה הנתונה:

+ 2 + 4 + 2 − 5 − 10 − 10 − 5 + 6 + 6 + 6 + 6 = + 2  
  נשווה בין מקדמי כל אחת מהפונקציות השונות בשני אגפי המשוואה:

  :מקדמי 
  

− = 1 
  :מקדמי 

 
6 = 2 
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  :מקדמי 
 
−10 + 6 + 6 = 0 

  :מקדמי 
 
2 − 5 + 6 = 0 

ת ערכי הפרמטרים:נקבל א  
= −1 

= 1
3 

= 4
3 ∙ 6 = 2

9 

= − 23 + 1096 = 4
9 ∙ 6 = 2

27 
  :ולכן הפתרון המסויים הוא

= − + 1
3 + 2

9 + 2
27 

  כללי:הפתרון וה

= + − + 1
3 + 2

9 + 2
27 

  
  :6.14דוגמא 

  
  ח חיצוני. קיבלנו תנועה מרוסנת של אוסילטור.וללא כ גוף המתנודדטיפלנו ב בה 6.8דוגמא תה לנחזור ע

. זאת אומרת, שעלינו לפתור משוואה וני הפועל על הגוףוח מחזורי חיצנדון עתה בתנודות הנ"ל כאשר ישנו כ
  :tפונקציה של ישנה באגף ימין  כאשר דיפרנציאלית לא הומוגנית,

+ 2 + = ′  
  :6.14פתרון 
  .∞ -לשואף  t כאשרהומוגנית, השואף לאפס משוואה היכלול פתרון של ה המשוואה פתרון
  ח המחזורי. והפתרון יכלול גם פתרון מיוחד שאינו שואף לאפס, בגלל הכ ,אולם

  :היא הומוגניתנניח שצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא 
= ′ + ′  

  נגזור את הפתרון, נציב במשוואה הנתונה ונקבל:
− − + 2 − 2 + + =  

  
  נשווה בין מקדמי כל אחת מהפונקציות השונות בשני אגפי המשוואה:
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  :מקדמי 
 
− − 2 + =  

  :מקדמי 
 
− + 2 + = 0 

( − ′ ) = −2 ′ 
= − 2

−  
− + 2 2

− + =  

− + 4
− + =  

− + + 4 + −
− =  

− + 4
− =  

 נקבל את ערכי הפרמטרים:
= −

− + 4  

= −2
− + 4  

  :ולכן הפתרון המסויים הוא
 

= − + 4 − − 2 ′  
  נסמן:

= −  
= 2  

  ונקבל:
 

  
  כאשר:

= 2
−  

  
→, שכן כאשר המצב היציבזהו פתרון  בתדירות  , המערכת תנועלאחר זמןשתרון זניח. זאת אומרת, שאר הפ ∞

  .′ωהכח המחזורי 
 
 

= − + 4 ( − ) 
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  ות מסדר שנימיוחדמשוואות  .3.2

  
גם צורות אחרות  ם היא השכיחה ביותר בפיסיקה, ישנןלינארית מסדר שני עם מקדמים קבועילמרות שמשוואה 

  :מסדר שני שאף הן חשובותשל משוואות 
  yבהן חסר  משוואות  .א
  xחסר  משוואות בהן  .ב
 :והן מהצורה 'yמשוואות בהן חסר   .ג

+ ( ) = 0 
  :משוואות מהצורה  .ד

+ + = 0 
  הנקראת לעתים משוואת קושי, או משוואת אוילר.

  yמשוואות בהן חסר  .3.2.1
  
  

  הראשונה והשניה),לא מופיע (אלא רק נגזרתו  מסדר שני שבה  משוואהמנת לפתור -על
  :נציב

=  
  :ואז

=  
  

הבלתי משתנה נשאר ה x -משתנה תלוי, והוא ה uמשוואה מסדר ראשון כאשר הצבה זו הופכת את המשוואה ל
  תלוי.

משוואה מסדר ראשון את ה נפתורו 'u=yציב נ ןכר מאחלו, uנפתור את המשוואה מסדר ראשון שהתקבלה עבור 
  .y עבורשהתקבלה 

  
  :6.15 דוגמא

  פתור את המשוואה הדיפרנציאלית הבאה:
+ =  

  :6.15פתרון 
  . ניתן לראות שזו משוואה מסדר שני שבה חסר 

  נציב:
=  

 ואז:
=  

  :את המשוואה מסדר ראשון הבאה נקבל
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+ =  
  :המוכרתה תבצורכתוב אותה נ

 
+ 1 =  

)נחשב את  ), ( ), ,:  
 

= 1 
=  

= =  
= = x 

  נציב בתבנית הפתרון:
= +  
= 1 +  

= 3 +  
= 3 +  

  :נחזיר את המשתנה 
= 3 +  

 
  
  

  xמשוואות בהן חסר  .3.2.2
  
  
  

  לא מופיע, משוואה מסדר שני שבה מנת לפתור -על
  :נציב

=  
 

  :ואז
=  

  .כפונקציה של   -תבונן בלה אנו מעוניינים כעת.  של  היה פונקציה ה עד כ
  לפי כלל השרשרת:

= 3 + = 9 + +  
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′′ = =  
  
הבלתי משתנה הוא ה  - משתנה תלוי, והוא ה uמשוואה מסדר ראשון כאשר הופכת את המשוואה ל הנ"להצבה ה

  תלוי.
משוואה מסדר ראשון את ה נפתורו 'u=yציב נ ןכר מאחלו, u נפתור את המשוואה מסדר ראשון שהתקבלה עבור

  .yעבור שהתקבלה 
  

  :6.16 דוגמא
  המשוואה הבאה:

+ + = 0          ( > 0) 
  .מהירותריבוע הלפרופורציונלי ה וכח ריסון  ky-המושפעת מכח מחזיר  mמסה גוף בעל מתארת תנועה של 

פרופורציונלי ה וכח ריסון  ky-המושפעת מכח מחזיר  mמסה  גוף בעל דנו בתנועת סעיפים קודמיםב(
  .)למהירות

  
  :הדיפרנציאלית הבאה את המשוואה פתור

4 + 2 + = 0 
  .y=1בנקודה  t=0במקרה בו הגוף מתחיל במנוחה ברגע 

  
  :6.16פתרון 

  
  .)t שוואה זו:במ ,המשתנה הבלתי תלוי( xחסר  בהמשוואה זוהי ניתן לראות ש

  :נציב
=  

  ואז:
= = =  

  :מסדר ראשון הבאהאת המשוואה  ואז נקבל
4 + 2 + = 0 

  :או
+ 2 = − 4  

  מהצורה: שוואת ברנולי שהיא משוואהמ זוהי
+ ( ) = ( )  

  הוא המשתנה הבלתי תלוי:  - הוא המשתנה התלוי ו כאמור,  אצלנו
+ ( ) = ( )  
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  .k=-1כאשר  y -ו u -כלומר, זוהי משוואת ברנולי ב
  :לעילנפתור כפי שהראנו 

  :u -המשוואה ב אגפי 2  נכפיל את
+ 2 = − 4  

+ 2 = − 4 
  נציב:

=  
  :את המשוואה הלינארית הבאה נקבלו

1
2 + 2 = − 4 

  נכתוב אותה בצורתה המוכרת:
+ = − 1

2  
)נחשב את  ), ( ), ,:  

( ) = 1 
( ) = − 1

2  
= 1 ∙ =  

=  
  נציב בתבנית הפתרון:

 
= ( ) +  
= − 1

2 +  
= − 1

2 ( + 1) +  
= − 1

2 ( − 1) +  

= = − 1
2 ( − 1) +  

  
  .בפתרוןלא נמשיך  משוואה זו נפתרת רק בעזרת שיטות קרוב שאינן מפורטות בספר זה ולכן
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  'yבהן חסר  מסויימות משוואות .3.2.3
  
  

  מהצורה: משוואה
+ ( ) = 0 

  ניתנת לפתרון בדרך הבאה:
  :נקבל, ו'y -המשוואה ב שני אגפי אתנכפיל 

+ ( ) = 0 
  או:

+ ( ) = 0 
+ ( ) = 0 

  ואז, לאחר אינטגרציה מקבלים:
1
2 ′ + ( ) = . 

  .זו משוואה פרידה מסדר ראשון
גם הפתרון עד לשלב זה הוא משמעותי לעתים יתקבל בשלב זה אינטגרל שאיננו פתיר או שקשה לפותרו אבל 

  ביותר.
  

 דרך פשוטהללמוד  אף על פי כן חשוב ,אולם .משוואות בהן חסר מקרה פרטי של הערה: משוואה מסוג זה היא 
 , כיוון שהיא מופיעה לעיתים קרובות בפיסיקה. יותר לפתור אותה

  
  :6.17 דוגמא

  הבאה: הדיפרנציאלית המשוואהפתור את 
= ( ) 

  :6.17 פתרון
 .. זו משוואת התנועהF(x)כח ומושפע מ x נע לאורך צירה mגוף בעל מסה מתארת תנועה של משוואה זו 

  משוואה מהצורה: היזו
+ ( ) = 0 

  :כאשר 'x -ב את שני אגפי המשוואה נכפיל
=  

  ונקבל:
= ( )  
= ( )  

1
2 = ( ) + . 

לקשר זה יש לעיתים חשיבות  זה למעשה הקשר בין אנרגיה קינטית ואנרגיה פוטנציאלית. חוק שימור האנרגיה.
  ת התנועה.איותר מאשר למשוו
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  :6.18וגמא ד

  :הדיפרנציאלית הבאה את המשוואה פתור
= −  

  :6.18 פתרון
  משוואה מהצורה: היזו

+ ( ) = 0 
  :'y -ב את שני אגפי המשוואה נכפיל

= ( − )  

2 = ( − )
2 +  

= ( − ) +  
= ± ( − ) +  

( − ) + = ±  

− + ( − ) + = ± +  

  אוילר- משוואות קושי .3.2.4
  
  

  משוואה מהצורה:
+ + = 0 

  .אוילר-משוואת קושינקראת 
"י לינארית עם מקדמים קבועים ע למשוואה ים לא קבועים אך היא ניתן להופכהזוהי משוואה לינארית עם מקדמ

  :הבא ע"י הקשר z - ל x -תלוי מ-שינוי המשתנה הבלתי
=  

  לפי הקשרים הבאים:  לפי  המופיעות במשוואה לנגזרות של   לפי  כעת, נמיר את הנגזרות של 
=  

 =  
= 1           =  

= − 1 + 1  
         = 1 −  

= −  
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  וע"י הצבה נקבל:
− + + = ( ) 

  .אשר אותה אנו יודעים לפתור שני עם מקדמים קבועים רכלומר, קיבלנו משוואה לינארית מסד
  

  :6.19 דוגמא
  פתור את המשוואה הדיפרנציאלית הבאה:

− + 4 = +  
  :6.19 ןפתרו

  :לפי הקשר הבא
= =      או       

 : לפי  ה לנגזרות של הנגזרות המופיעות במשווא נמיר את
= = 1  

= − 1 + 1 = 1 −  
  :נקבלו

− − + 4 = +  
 זוהי משוואה מסדר שני לינארית, לא הומוגנית עם מקדמים קבועים.

− 2 + 4 = +  
  :המתאימה ההומוגניתת המשוואה נפתור אראשית 

( − 2 + 4) = 0 
  הפולינום האופייני:

− 2 + 4 = 0 
 

:וישורש  
= 2 ± √4 − 16

2 = 1 ± √3 
  הפתרון הכללי של המשוואה ההומוגנית:

 
= √3 + √3  

  כעת נמצא פתרון פרטי של המשוואה הלא הומוגנית.
ף ימין של המשוואה הנתונה הוא סכום של פונקציה טריגונומטרית ופונקציה מעריכית מוכפלת בפונקציה אג

  טריגונומטרית.
  :היא הומוגניתנניח שצורת הפתרון המסויים למשוואה הלא 

= + + +  
 נגזור את הפתרון:
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= − + + + −  
       = − + ( − ) + ( + )  

= − − + ( − ) + ( − ) + ( + ) − ( + )  
         = − − + 2 − 2  

 נציב את הפתרון ואת נגזרותיו במשוואה הנתונה:
− − + 2 − 2 − 2 + 2 − 2( − ) − 2( + )

+ 4 + 4 + 4 + 4 = +  
  ין מקדמי כל אחת מהפונקציות השונות בשני אגפי המשוואה:נשווה ב
  :מקדמי 

− + 2 + 4 = 0 
  :מקדמי 

− − 2 + 4 = 1 
= − 2

3  
− + 4

3 + 4 = 1 
= 3

13 
= − 2

3 ∙ 3
13 = − 2

13 
  :מקדמי 

−2 − 2( − ) + 4 = 1 
 :מקדמי 

2 − 2( + ) + 4 = 0 
−2 + 4 = 1 

= 1
2 ,      = 0 

  :) הוא(במשתנה  ולכן הפתרון המסויים
= 1

13 (3 − 2 ) + 1
2  

  :)(במשתנה  והפתרון הכללי
= √3 + √3 + 1

13 (3 − 2 ) + 1
2  

  :נחזיר את משתנה ו
    = √3 + √3 + 1

13 (3 − 2 ) + 1
2  

  
  

  סדר שני עם מקדמים לא קבועיםשוואה דיפרנציאלית לינארית ממ .3.3
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אינם שמקדמים עם  לינארית, לא הומוגנית, מסדר שנימשוואה  מאפשרת לפתורסעיף זה נראה שיטה שלעתים ב
  .קבועים

 
  

  משוואה מהצורה:
+ ( ) + ( ) = ( ) 

  
)כאשר  ), ( ) - אינם קבועים, ו ( משוואה לינארית מסדר שני, לא הומוגנית, אינה פונקציית האפס, נקראת (

  .עם מקדמים שאינם קבועים
  

  על מנת לפתור משוואה מסוג זה, ניתן לעתים לפעול בדרך הבאה:
  נבחר שתי פונקציות:

= ( ) 
= ( ) 

  באופן ש:
= ∙  

  :נגזור פעמיים את 
= +  

= + 2 +  
  ונקבל: משוואה הנתונהנציב ב

+ 2 + + ( ) + ( ) + ( ) ∙ = ( )           /:  

+ 2 + ( ) + 1 + ( ) + ( ) = ( ) 
  נסמן:אם 

( ) = 2 + ( ) 
( ) = 1 + ( ) + ( )  

( ) = ( ) 
  :נקבל

(*)  + ( ) + ( ) = ( ) 
  . אותו סוג של משוואהלכאורה קיבלנו שוב 
  המתאימה: הומוגניתמשוואה הפתרון של ה כך שיהווה uאולם, אם נבחר את 

+ ( ) + ( ) = 0 
)אזי  ) =   :vבה חסר ) הופכת להיות משוואה *, ומשוואה (0
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+ ( ) = ( ) 
  .לעילפתור אותה כפי שהראנו ונ

  :נציב
=  

=  
  לינארית מסדר ראשון: הופכת למשוואההמשוואה ו

+ ( ) = ( ) 
  .יודעים לפתור אנושאותה 

  
לא המקדמים ההלינארית ההומוגנית עם למשוואה  פתרון מסויים הערה: הקושי העיקרי בשיטה זו הוא במציאת

מות, כפי שניתן המתאימים למשוואות מסויימעט כללים  גם ישאולם, . ננחש את הפתרוןכלל -קבועים. בדרך
  לראות בטבלה הבאה המתייחסת למשוואה:

+ ( ) + ( ) = 0 
 

)הקשר בין  ) ,(   פתרון מסויים למשוואה ההומוגנית:  :(
R+xS=0  y=x 

1+R+S=0  =  
1-R+S=0  =  

+ + = 0 =  
  

  :6.20 דוגמא
  נציאלית הבאה:המשוואה הדיפר פתור את

− 3 + 3 = 2 − 1 
  :6.20פתרון 

  ניתן לראות שבמשוואה זו מתקיים:
+ = 0 

  ההומוגנית.למשוואה פתרון הוא  y=x ,(לפי הטבלה הנ"ל) ולכן
  :שנבחר הן פונקציותהשתי כלומר, 

= ( ) 
=  

  באופן ש:
= ∙  

  
  :לכן נציב

=  
  :את  נגזור פעמיים
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= +  
= 2 +  

  ונקבל: הנתונה נציב במשוואה
2 + − 3 + + 3 = 2 − 1 

  :כלומר התקבלה משוואה מסדר שני בה חסר 
− = 2 − 1 

  נציב:
=  

=  
 

  :משוואה לינארית מסדר ראשון ונקבל
− = 2 − 1 

  :המוכרתה תבצורנכתוב אותה 
− 1 = 2 − 1 

)נחשב את  ), ( ), ,: 
= − 1 
= 2 − 1 

= = −  
= = 1

x 
 :נציב בתבנית הפתרון

= +  
= x 2 − 1 1

x + x 
= 2 − 1 +  
= 2 + 1 +  
= 2 + 1 +  

 :המשתנה נחזיר את 
= = 2 + 1 +  

= (2 + 1 + )  
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= + + +  
  :נחזיר את המשתנה 

  
  = = + + +  


